V、课程同步练习

第6章 多元函数微分学 导学

6.1 多元函数微分的基本概念

6.1.1 点集与多元函数的概念 　
一、填空题

1．已知
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，则
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解：
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2. 设
[image: image6.wmf]3
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，且已知y=1时，z=x,则
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解：由y=1时，z=x，得
[image: image10.wmf]3

(1)=1.

fxx

--


令
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3.设
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解：将
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 ，故 
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二、选择题

 1．函数
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2．函数 [image: image25.png]


的定义域是（    ）。
（A） [image: image26.png]x+y>0



  （B） [image: image27.png]In(x+y)=0
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解:由函数的表达式知函数的定义域为 [image: image30.png]In(x+y)>0,
x4y >0



即 [image: image31.png]x+y>1



，故应选（C）。
3．设 [image: image32.png]M E D= )
TG

Sxy)=
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故应选（A）。
三、求解下列各题

1. 下列各函数表达式:

(1) 已知f(x,y)=x2+y2,求
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解：（1）
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  所以
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2. 求下列函数的定义域，并指出其在平面直角坐标系中的图形：

(1) 
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解：（1）由
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     故所求定义域为D={(x,y)| 
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   （2）由
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     可得
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    故所求的定义域为D={(x,y)| 
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   （3）由
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     故所求的定义域为D={(x,y)| 
[image: image56.wmf]1

xyx

³<

且

}，表示xOy平面上直线y=x以下且横坐标
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   （4）由
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     故所求的定义域为D={(x,y)| 
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6.1.2 二元函数的极限及连续性

一、填空题

1．二元函数的极限
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解：
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2．二元函数的极限
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解：
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 解：  原式
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二、选择题

1．下列极限存在的是（     ）

（A）
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解：有界函数与无穷小的乘积为无穷小。选（D）
2．已知 
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（A）极限存在；（B）连续；（C）不连续；（D）无法判断

解： 
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 该极限随着k的取值不同而不同，因而f(x,y)在(0,0)处不连续. 选（C）

3． 
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解：当点P(x,y)沿曲线
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显然，此时的极限值随k的变化而变化。 因此，函数f(x,y)在(0,0)处的极限不存在。选（A）
三、求解下列各题

1. 计算下列极限：

(1)  
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解：（1）
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解：方法一： （应用二重极限定义，
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方法二： （夹逼定理）
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方法三： （极坐标代换）

   令 
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知识点：二重极限。

思路：先作变量替换，然后对未定型
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 解： 令
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（4）
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 解： 
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2.证明下列极限不存在

（1）
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知识点：二重极限。

思路：若
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证：方法一：
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现考虑 
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故原式极限不存在。

方法二：

 若取
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若取
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故原式极限不存在。

（2）
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 解：
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 若
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故原式极限不存在。

注：若
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3.研究下列函数的连续性

（1）
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解： 函数间断点为 
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  故由夹逼定理  
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6.1.3 偏导数

一、填空题

1. 设z=e－x+f(x－2y)，且已知y=0时，z=x2,则
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解：令
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2. 设
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解：
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[image: image169.wmf]00
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3. 设
[image: image170.wmf]ln()
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,则
[image: image171.wmf]zz
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解：
[image: image172.wmf]11

11

2

2

,

y

zz

x

xy

xyxy

¶¶

==

¶¶

++

，

所以
[image: image173.wmf]1
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二、选择题

1.设 [image: image174.png]Fxy)



在点 [image: image175.png](%, 0)



处偏导数存在，则
[image: image176.png]g o FATY0) = 7 (% — Az y)
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=C )




（A） [image: image177.png]Fix. )



  （B） [image: image178.png]Fi2xq, 70)



（C） [image: image179.png]21 (% ¥0)



（D） [image: image180.png]1
5/¢(@.0)



   

解：根据偏导数的定义，有 [image: image181.png]g o HAT5) = F (@ — Axyo)
prac i



        

[image: image182.png]g o FARY0) = (0. 00) + 7 (0. 00) = o — A 3)
Jriy i



        

[image: image183.png]_ i o TARY) (20 20)
Jriy .



  [image: image184.png]i o= B%0) = S (o)

w30 —hx



 

[image: image185.png]= 2£)(xg. 7).



 

故应选（C）。
2.偏导数fx(x0,y0)，fy(x0,y0)存在是函数z=f(x,y)在点(x0,y0)连续的(  　 ) 
(A)充分条件
                  (B)必要条件

(C)充要条件
                  (D)即非充分也非必要条件

解：解：因为偏导数存在，不能推出极限存在，所以ABC三项不一定正确. 选（D）.

3.设 [image: image186.png]


其中f为可微函数，则 [image: image187.png]



(A) [image: image188.png]2/ (xy)



　(B) [image: image189.png]21 ()Y



　 (C) [image: image190.png]25 () + 00



 (D) [image: image191.png]27 () f(x)y
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故应选（D）。
三、求解下列各题

1. 求下列函数偏导数：

 (1) 
[image: image193.wmf]ln(00,1)
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;(2) 
[image: image194.wmf]z
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解：(1) 
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[image: image201.wmf]22
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[image: image202.wmf]22
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2. 求下列函数在指定点处的偏导数：

(1) f(x,y)=x2－xy+y2，求fx(1,2)，fy(1,2);

(2) 
[image: image203.wmf]22
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[image: image204.wmf](1,0)
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(3) 
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; 求
[image: image206.wmf](1,2)
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(4) 
[image: image207.wmf](,,)ln()
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, 求
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解：(1) 
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    (2) 
[image: image211.wmf]2
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       因此
[image: image212.wmf]11
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    (3) 
[image: image213.wmf]22
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      因此
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所以
[image: image215.wmf]arctan(15)
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      (4) 
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      故
[image: image217.wmf]11
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3.设 [image: image218.png]z=x"y",



证明 [image: image219.png]xZ 4y Z stytinz)
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证明： [image: image220.png]Z - @R,



  

[image: image221.png]-
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[image: image222.png]g:o’);ww(x’)w;
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于是 左 [image: image224.png]
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[image: image226.png]xy
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注意，本例还可以利用二元函数隐函数来解偏导数： 
  [image: image227.png]


两边取对数

[image: image1.wmf](
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[image: image228.png]



代入左端即可得结论。
6.1.4 高阶偏导数

一、填空题

1. 设
[image: image229.wmf]()()
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uyfxg

xy

=+

,其中f,g具有二阶连续偏导数,则
[image: image230.wmf]22
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解：
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[image: image232.wmf]2
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[image: image233.wmf]2
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所以
[image: image234.wmf]22
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2. 设
[image: image235.wmf]1
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,,其中f,g具有二阶连续偏导数,则
[image: image236.wmf]2

z

xy

¶

=

¶¶

          . 
解：
[image: image237.wmf]2
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[image: image238.wmf]2
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[image: image239.wmf]''()'()''()
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3.设
[image: image240.wmf]x
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，则
[image: image241.wmf]y
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解：
[image: image243.wmf]2
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[image: image244.wmf]2
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二、选择题

1.函数
[image: image245.wmf](
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的两个二阶混合偏导数
[image: image246.wmf]y
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及
[image: image247.wmf]x
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在区域
[image: image248.wmf]D

内连续是这两个二阶混合偏导数在区域
[image: image249.wmf]D

内相等的（　　　　　　）条件。

（A）必要；（B）充分；（C）充要；（D）无法判断
解：选（B）
2.已知
[image: image250.wmf]0
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，则（     ）

（A）
[image: image251.wmf](
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[image: image252.wmf]x

为单调递增；　　　（B）
[image: image253.wmf](
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（C）
[image: image254.wmf]0
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[image: image255.wmf](
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解：
[image: image256.wmf]0
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[image: image257.wmf]f

看成是
[image: image258.wmf]x

的函数，所以
[image: image259.wmf]f

关于
[image: image260.wmf]x

为增函数。选（A）

三、求解下列各题

1． 求下列函数的二阶偏导数
[image: image261.wmf]2
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,
[image: image262.wmf]2
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[image: image263.wmf]2
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(1) 
[image: image264.wmf]322
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(2) 
[image: image265.wmf]ln()
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解：(1) 
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[image: image267.wmf]2
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(2) 
[image: image268.wmf]2
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[image: image269.wmf]2
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2．设
[image: image270.wmf]222

rxyz
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(1) 
[image: image271.wmf]2
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(2) 
[image: image272.wmf]222
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(3) 
[image: image273.wmf]222
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证明：
[image: image274.wmf]r
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image275.wmf]222
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image276.wmf],
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利用函数关于自变量的对称性，可推断得到：
[image: image277.wmf]r
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image279.wmf]r
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(1) 
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(2) 
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利用函数关于自变量的对称性，可推断得到：
[image: image283.wmf]22
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(3) 
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利用函数关于自变量的对称性，可推断得到：
[image: image287.wmf]2222
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6.1.5 全增量及全微分

一、填空题

1．设
[image: image289.wmf]arctan
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故
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[image: image295.wmf]22
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2．已知
[image: image296.wmf](
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解：
[image: image299.wmf](
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3．已知
[image: image300.wmf](
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[image: image301.wmf](
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[image: image304.wmf]dz
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解：
[image: image305.wmf](
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二、选择题

1．函数
[image: image306.wmf](
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在点
[image: image307.wmf](
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（A）必要而非充分条件；（B）充分而非必要条件；

（C）充分必要条件 ； （D）既非充分又非必要条件.

解：偏导数连续则存在全微分，所以偏导数只是全微分的必要条件。选（A）
2．肯定不能成为某二元函数
[image: image308.wmf](
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3．使得
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[image: image324.wmf]df
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,选（A）
三、求解下列各题

1.求下列函数的全微分
(1) 求
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解：全增量
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[image: image328.wmf]xy
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（2）求
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解：
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（3）
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2．计算下列各式的近似值

（分析运用公式
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3. 设有一个无盖圆柱形玻璃容器，容器的内高为20 cm，内半径为4 cm，容器的壁与底的厚度均为0.1 cm，求容器外壳体积的近似值.

解：解　设圆柱的直径和高分别用x，y表示，则其体积为
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于是，将所需的混凝土量看作当x+Δx=8+2×0.1，y+Δy=20+0.1与x=8，y=20时的两个圆柱体的体积之差ΔV(不考虑底部的混凝土)，因此可用近似计算公式

ΔV≈dV=fx(x,y)Δx+fy(x,y)Δy.

又
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Δy=0.1，得到

[image: image352.wmf]2

11

d8200.280.117.655.264.

24

VV

ppp

D»=´´´+´´=»

(m3).

因此，大约需要55.264m3的混凝土.

6.1.6 方向导数与梯度

一、填空题

1.函数
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3.设
[image: image377.wmf]222

(,,)35248

fxyzxyzxyyz

=+++--

，则
[image: image378.wmf](0,0,0),(3,2,1)

ff

gradgrad

分别

为            和             。

解：          
[image: image379.wmf]22,624,108

xyz

fxyfyxfz

¢¢

¢

=+=+-=-



[image: image380.wmf](0,0,0)0,(0,0,0)4,(0,0,0)8

xyz

fff

¢¢

¢

\==-=-


    
[image: image381.wmf](3,2,1)10,(3,2,1)14,(3,2,1)2

xyz

fff

¢¢

¢

===


故 
[image: image382.wmf](0,0,0)48,(3,2,1)10142

fjkfijk

®®®®®

=--=++

gradgrad


二、选择题

1.求函数
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所以
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6.2 多元函数微分法
6.2.1 复合函数的微分法　　　　6.2.2 全微分形式的不变性

一、填空题

１.设z=xy+sint,而x=et,y=cost,则导数
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3.设
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二、选择题

１．设 [image: image491.png]ubvus ooy = MESHE ()





（A） [image: image492.png]Cos x— Xsin x
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解1：变量之间的关系图为
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故应选（A）
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注意：这里解法2经过代入后变成了一个一元函数求导问题，简洁明了。
２．设w=f(x，x2y，xy2z)，则
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三、求解下列各题

1. 求下列函数的全导数和偏导数：

(1) 设z=e3u+2v，而u=t2,v=cost,求导数
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(３) 设z=u2v－uv2，而u=xsiny,v=xcosy，求
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２. 求下列函数的二阶偏导数(其中f具有二阶连续偏导数)：
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３. 设f(u,v)具有二阶连续偏导数,且满足
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４. 应用全微分形式的不变性，求函数
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６.2.3 隐函数及其微分法

一、填空题
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解：两边对
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2.设
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解：两边对
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二、选择题

1. 设f(x,y,z)=exyz2，其中z=z(x,y)是由x+y+z+xyz=0确定的隐函数，则
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解：两边对
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解：方法一：

由题意知，方程组确定隐函数组 
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方法二：（利用全微分形式的不变性与全微分公式
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三、求解下列各题

１.已知方程[image: image613.png]Flx+y+z,2 +y* +2°) = FTAENERz = 7 (x. ).
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  解：①令[image: image615.png]u=xt+y+zyv=x +y*+2* WA =0
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求偏导，
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两边同时对[image: image620.png]


求偏导，
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③[image: image630.png]u=xt+y+zyv=x +y*+2* WA =0




两边同时求微分：  [image: image631.png]
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２. 设z=f(x,y)由方程xy+yz+xz=1所确定,求
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解：两边同时对x求偏导，得
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３. 设z=z(x,y)由方程x2+y2－z=g(x+y+z)所确定，其中g具有二阶连续偏导数且

g′≠－1.

(1) 求dz;
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解：(1)
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因此
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6.3 多元函数微分的应用
6.3.1 空间曲线的切线及法平面　　　6.3.2　曲面的切平面及法线

一、填空题

１.设曲线
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所以当
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法平面方程为：
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解：设
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所以
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切平面为
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法线为：
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3．曲面
[image: image670.wmf]222
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上平行于平面
[image: image671.wmf]20
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的切平面方程为              。
知识点：空间曲面的切平面方程、向量平行条件

思路：先求出空间曲面切平面的法向量表达式，

解：设 
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[image: image673.wmf]2,2,2

xyz

FxFyFz

===

 

设切点为
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又切平面和已知平面平行，所以切平面的法向量和平面的法向量
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所以切点为 
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二、选择题

1．曲面
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解：设
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2．设函数
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（C）曲线
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（D）曲线
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3.设函数
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(B) 曲面
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(C) 曲面
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(D) 曲面
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解： 对于选项C，
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三、求解下列各题

1.求曲线
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解： 由题设可知    
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故曲线在点
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于是，所求切线方程为 
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法平面方程为 
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2.求曲线
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解：设
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 则 
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故曲线在点
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故所求切线方程为
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3.设
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解：
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4.试证光滑曲面
[image: image765.wmf](
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证明；设
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5.证明曲面方程
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，常数）上任意点处的切平面与三个坐标面所形成的四面体的体积为常数。

知识点：空间曲面的切平面，四面体体积。

思路：先求出曲面在任一点处的切平面，然后求出切平面的截距式方程，求出截距，再求四面体体积。

证：设
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曲面上任取一点
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从而截距式方程为 
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 得证。

6.3.3 多元函数的极值       6.3.4 条件极值----Lagrange乘数法

一、填空题

1.函数
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解：因为：
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2.函数
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解：因为：
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3. 函数f(x,y)=x2(2+y2)+ylny的有极___ ____值
.

解：先解方程组
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得驻点为(0,1).
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在点(0，1)处,Δ=AC-B2=6×1-0>0,又A>0,所以函数在(0，1)处有极小值f(0，1)=0.

二、选择题

1.设f(x,y),g(x,y)均为可微函数，且gy(x,y)≠0，已知(x0,y0)是f(x,y)在约束条件g(x,y)=0下的一个极值点，下列结论正确的是(      ) 

（A）若fx(x0,y0)=0,则fy(x0,y0)=0； （B）若fx(x0,y0)=0,则fy(x0,y0)≠0

（C）若fx(x0,y0)≠0,则fy(x0,y0)=0   （D）若fx(x0,y0)≠0,则fy(x0,y0)≠0

解：作拉格朗日函数
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由于gy(x,y)≠0，所以当fx(x0,y0)≠0，
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2. 设函数f(x,y)=1－x2+y2,则下列结论正确的是(  D  ) 

（A）点(0,0)是f(x,y)的极小值点  
（B）　点(0,0)是f(x,y)的极大值点
（C）点(0,0)不是f(x,y)的驻点   
（D）　f(0,0)不是f(x,y)的极值
解：选（D）
3.设函数
[image: image798.wmf](
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解：
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是极值点，是最小值点，是极小值点。但
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无意义，所以不是驻点。选（A）
三、求解下列各题
1. 求下列函数的极值：

(1) f(x,y)=x2+y3－6xy+18x－39y+16；

(2) f(x,y)=3xy－x3－y3+1.
解：(1) 先解方程组
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得驻点为(-6,1),(6,5).
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在点(-6，1)处，Δ=AC-B2=2×6-36<0,所以f(-6，1)不是极值；

在点(6，5)处，Δ= AC-B2=2×30-36>0，又A>0，所以函数在(6，5)处有极小值f(6，5)=-90.

(2) 先解方程组
[image: image807.wmf]2
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得驻点为(0,0),(1,1).
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在点(0，0)处，Δ=AC-B2=-9<0,所以f(0，0)不是极值；

在点(1，1)处，Δ=AC-B2=27>0,又A<0，所以函数在(1，1)处有极大值f(1，1)=2.

2.求函数f(x,y)=x2－2xy+2y在矩形区域D={(x,y)|0≤x≤3,0≤y≤2}上的最大值和最小值.

解：(1)先求函数在D内的驻点，解方程组
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得唯一驻点(1,1),且f(1,1)=1.

(2) 再求f(x,y)在D的边界上的最值.

在边界x =0,
[image: image810.wmf]02
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上, f(x,y)=2y，因此最大值为f(0,2)=4，最小值为f(0,0)=0；

在边界x =3,
[image: image811.wmf]02

y

££

上, f(x,y)= -4y+9，因此最大值为f(3,0)=9，最小值为f(3,2)=1；

在边界y =0,
[image: image812.wmf]03
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上, f(x,y)= x2，因此最大值为f(3,0)=9，最小值为f(0,0)=0；

在边界y =2,
[image: image813.wmf]03
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上, f(x,y)= x2－4x+4，因此最大值为f(3,2)=1，最小值为f(2,2)=0；

(3) 比较上述得到的函数值，从而得到f(3,0)=9为最大值，f(0,0)=0为最小值.

3. 求下列函数的条件极值：

(1) z=xy，x+y=1；

(2) u=x－2y+2z， x2+y2+z2=1. 

解：(1) 作拉格朗日函数L(x,y,λ)=xy+λ(x+y－1).写出方程组
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得到
[image: image815.wmf]11
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处取得最大值
[image: image817.wmf]1

4

.

(2) 作拉格朗日函数L(x,y,z,λ)= x－2y+2z +λ(x2+y2+z2－1).写出方程组
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得到
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因此，u=x－2y+2z在
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处取得最小值-3.

4.抛物面
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被平面
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截成一椭圆，求原点到此椭圆的最长和最短距离。

知识点：多元函数条件极值

思路：根据题意给出目标函数及约束条件，根据拉格朗日乘数法求解。该题中如果将原点到点的距离作为目标函数的话，约束条件应该有两个。

解：设椭圆上点的坐标为
[image: image824.wmf](,,)

xyz

，则原点到椭圆的距离为
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，故距离的平方为
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（约束条件）

  作拉格朗日函数 
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  （1）-（2）得 
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若
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，这与（4）矛盾。

故 
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解之得  
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由问题本身的意义知
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为最小值点，
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为最大值点。因为
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，从而最短距离为
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５. 某公司通过电视和报纸两种媒体做广告，已知销售收入R(单位:万元)与电视广告费x(单位:万元)和报纸广告费y(单位:万元)之间的关系为

R(x,y)=15+14x+32y－8xy－2x2－10y2，

(1) 若广告费用不设限，求最佳广告策略.

(2) 若广告费用总预算是2万元，分别用求条件极值和无条件极值的方法求最佳广告策略. 

解：(1)
[image: image846.wmf]R14840,328200.
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令

得唯一驻点(1.5,1).由此可知，当电视广告费为1.5万元，报纸广告费为1万元时，广告策略最佳。
(2) 问题是在约束条件x+y=2(x>0，y>0)下，函数
R(x,y)=15+14x+32y－8xy－2x2－10y2

的条件极值问题.令
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解得x=0.75,y=1.25. 由此可知，当电视广告费为0.75万元，报纸广告费为1.25万元时，广告策略最佳。

由x+y=2，可得y =2-x,代入R得

           R(x,y)=-4 x2+6x+39
令
[image: image850.wmf]0,0.75
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.因此y=1.25.
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