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2. 弧长函数的导数与微分  

用导数定义求得, 如图所示. 
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  .曲率及其计算公式二

1. 曲率定义 

曲率是描述曲线局部性质（弯曲程度）的量.  

弧长相同时,弧段弯曲程
度越大转角越大 

转角相同时,弧段越短
弯曲程度越大 
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曲线的切线转过的角度称为转角.  
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注意:  (1) 直线的曲率处处为零; 

(2) 圆上各点处的曲率等于半径 

的倒数,且半径越小曲率越大. 



2. 曲率的计算公式  
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若曲线方程为参数方程: 
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例3. 求半径为R 的圆上任意点处的曲率 . 

例4. 我国铁路常用立方抛物线 
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处的曲率. 求此缓和曲线在其两个端点 

且 l << R.  其中R是圆弧弯道的半径, l 是缓和曲线的长度,  

例5. 求椭圆 在何处曲率最大? 

曲率计算习例 



例3. 求半径为R 的圆上任意点处的曲率. 

解: 如图所示 , 
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可见: R 愈小, 则K 愈大 , 圆弧弯曲得愈厉害 ; 
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例4. 我国铁路常用立方抛物线 
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处的曲率. 

点击图片任意处播放\暂停 

说明: 

铁路转弯时为保证行
车平稳安全,离心力必
须连续变化 ,因此铁道
的曲率应连续变化 .  

求此缓和曲线在其两个端点 

且 l << R.  其中R是圆弧弯道的半径, l 是缓和曲线的长度,  
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且 l << R.  其中R是圆弧弯道径, l 是缓和曲线的长度,  



例5. 求椭圆 在何处曲率最大? 

解: 
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三、 曲率圆与曲率半径 
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设 M 为曲线 C 上任一点 , 在点 
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把以 D 为中心, R 为半径的圆叫做曲线在点 M 处的 

曲率圆 ( 密切圆 ) , R 叫做曲率半径, D 叫做 曲率中心. 

在点M 处曲率圆与曲线有下列密切关系: 

(1) 有公切线; (2) 凹向一致; (3) 曲率相同. 

M 处作曲线的切线和法线, 

的凹向一侧法线上取点 D 使 



设曲线方程为 且 求曲线上点M 处的 

曲率半径及曲率中心 

设点M 处的曲率圆方程为 

故曲率半径公式为 
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由此可得曲率中心公式 
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当点 M (x , y) 沿曲线  移动时, 

的轨迹 G 称为曲线 C 的渐屈线 , 

相应的曲率中心 
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曲率中心公式可看成渐屈线的参数方程(参数为x). 

曲线 C 称为曲线 G 的渐伸线 . 



例6. 
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上哪一点处的曲率最大cbxaxy 

例7. 设一工件内表面的截痕为一椭圆, 现要用砂轮磨 

削其内表面 , 问选择多大的砂轮比较合适? 

例8. 求摆线 的渐屈线方程 .  

曲率圆与曲率半径习例 
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例7. 设一工件内表面的截痕为一椭圆, 现要用砂轮磨 

削其内表面 , 问选择多大的砂轮比较合适? 

解: 设椭圆方程为 
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显然, 砂轮半径不超过 时, 才不会产生过量磨损 , 

或有的地方磨不到的问题. 
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内容小结 

1. 弧长微分 xys d1d 2 或 
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课堂练习：习题2.3 第33题到第34题 

练习参考答案 

第二章  导数与微分导学（ 第1次课）.doc
第二章  导数与微分导学（ 第11次课）课堂练习答案.doc


洛必达法则 

Rolle 

定理 

Lagrange 
中值定理 

常用的 

泰勒公式 
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单调性,极值与最值, 
凹凸性,拐点,函数 
图形的描绘; 
曲率;求根方法. 

导数的应用 

习题课 



一、内容小结 

1. 中值定理 








Rolle定理 

Lagrange中值定理 

Cauchy中值定理 

Taylor中值定理 

2. L’Hospital法则 

3. 导数的应用 


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
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


函数单调性判别法 

函数极值与判别法 

函数图形凹凸性判别法 

函数图形拐点的求法 

函数图形渐近线的求法 

4. 弧微分与曲率的计算 



1. 证明等式或讨论根的存在性 

2. 证明不等式 

3.  L’Hospital法则的应用 

4. 单调性与凹凸性的判定，极值与拐点的求法 

6. 应用问题的最值 

7. 作图 

二、常见题型 

5. 求待定参数 
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













).()()(        

,0:,0)0(,0)(  6

bfafbaf

bafxf



 时当证明设例
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,
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内有且仅有一根在证明方程

且满足上连续可导在设例

baxfaf

ba

af
xfbaxf






).(2)()1(),2,0(        

),0(5)2(,)2,0(,]2,0[)(  8

2  ff

ffxf





使得证明存在

且内可导在上连续在设例

.)1(ln)1(,0  9
22  xxxx 时试证当例



.23)(0:         

.0)(6)(5)(0         

,0)0(,1)0(,)(  10

32 xx
eexfx

xfxfxfx

ffxf







有对任意证明

有且对任意

满足二阶可导设函数例

.         

.100         

,,50         

;,1000         

,50  11

少可获得最大收入

试问房租定为多元的维修费公寓每月花费

而租出去的去就会多一套公寓租不出元时

当月租金每增加公寓会全部租出去元时

当月租金为套公寓要出租一房地产公司有例



).0,,,(,lim  1 21
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111














 


n

nx

n

x
aaa

n

aaa xxx




计算极限例

解 

nx

n

n

aaa
y

xxx













 


111

21 
设

]ln)[ln(ln
111

21 naaanxy xxx
n  

]ln)[ln(limlnlim
111

21 naaanxy xxx
n

xx




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n
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x
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ln)ln(
lim 21

0

1









t
n

tt
n

t
n

tt

t aaa

aaaaaa
n






 



21

2211

0

lnlnln
lim

naaa 21ln

naaa 21原式
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4 343 23

xxxx
x




计算极限例

解 )23(lim
4 343 23

xxxx
x




)
2

1
3

1(lim 43

xx
x

x




t
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2131
lim


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



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sin)(cos

1
2

1
1

lim  3
2

22

0
2

xex

xx

xx 




计算极限例

解1 
2
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0 sin)(cos

1
2

1
1

lim
2

xex

xx

xx 



 )(cos

1
2

1
1

lim
2

2
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0 xx exx

xx








)2sin()(cos2

1lim
22

2

2

0 xxx xexxexx

x

x
x









)2sin()(cos2
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lim
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2

0 xxx xexxex

x










)2(sin)(cos2

2lim
22

2

0 xxx xexxex

x






)42(cos)2(sin)2(sin2
lim

2222
20 xxxxx exexxxexxex

x






)42(cos6sin3
lim
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20 xxxx exexxxex

x






)42(cos6
sin3

1
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exexe

x

x





.
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1
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.50        

sin)cos()(,  4

阶无穷小的时关于为当

使和试确定常数例

xx

xxbaxxfba





解 :利用泰勒公式得

xxbaxxf sin)cos()( 

)](
!5!3

))][(
!4!2

1([
5

53
4

42
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xx

xxo
xx

bax 
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bba

x
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xba 






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0
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 x

xf
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由于















0
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bba
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因此
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4
 ba
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具有一阶连续导数证明对以上所确定的

处处连续使确定

且存在具有一阶连续导数设函数例

xga

xga

x

x
x

xf

xg

ffxf















解 ,)0()1( ag 

x

xf
xg

xx
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lim)(lim

00 


x

fxf

x

)0()(
lim

0





)0(f 

.)(,)0( 处处连续时当 xgfa 
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2
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x

xffxfxxfx
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lim)0(

0






)0(
2

1
)0( ff  )0(

2

1
f 

),0()(lim
0

gxg
x




即 .)( 具有一阶连续导数即 xg
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bfafbaf

bafxf



 时当证明设例

证 ,Lagrange],0[ 中值定理得上应用在 a

affaf )()0()( 1 )0( 1 a 

,Lagrange],[ 中值定理得上应用在 bab 

afbfbaf )()()( 2 )( 2 bab  

,0)(  xf ,)( 单调递减xf  ).()( 21  ff 故

0)]()([)()()( 21  affbfbafaf 

).()()( bfafbaf 即
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内有且仅有一根在证明方程

且满足上连续可导在设例

baxfaf

ba

af
xfbaxf






证 )(
)()(

f
ab

afbf





 ,

)(

ba

af




,0)(  bf ,0)( af又 ,由零点定理可知

;),(0)( 内至少存在一个根在方程 baxf 

,0
)()(

)( 








ab

af

ba

af
xf而 ,)( 单调递增xf

;),(0)( 内至多存在一个根在方程 baxf 

.),(0)( 内有且仅有一个根在方程 baxf 
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2  ff

ffxf





使得证明存在

且内可导在上连续在设例

证 ,
1

)(
)(

2
x

xf
xF


设 ,)2,0(,]2,0[)( 内可导在上连续在则 xF

),0()0( fF 且
5

)2(
)2(

f
F  )0()0( Ff 

0)()2,0(,   FRolle 使得至少存在一点定理由

0
)1(

)(2)()1(
)(

22

2











x
x

xxfxfx
F即

,0)(2)()1(
2   ff ).(2)()1(

2  ff 

分析 是两个函数轮流求导的差,则考虑一个分式函数如下



.)1(ln)1(,0  9
22  xxxx 时试证当例

证 ,)1(ln)1()(
22  xxxxf令 ,0)1( f

,
1

2ln2)(
x

xxxxf  ,0)1( f

,
1

1ln2)(
2

x
xxf  ,2)1( f

,
)1(2

)(
3

2

x

x
xf






.0)(1,0)(10,  xfxxfx 时当时当可见

.02)1()(,0,  fxfx 时当因此

,)(0)1( 是单调增函数推知及又由 xff 

.0)(1,0)(10  xfxxfx 时当时当

.0)1()(,0,  fxfx 时当因此

.)1(ln)1(,0
22  xxxx 时故证得当
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32 xx
eexfx

xfxfxfx

ffxf







有对任意证明

有且对任意

满足二阶可导设函数例

证 )](2)([)(
3

xfxfexG
x  令

0)](6)(5)([)(
3  

xfxfxfexG
x则

.)( 单调递增xG

2)0()(,0  GxGx 时当

2)](2)([
3 

xfxfe
x即



xx
exfxfe 2)](2)([

2 

02)](2)([
2  xx

exfxfe

0)2(])([
2  xx

exfe

0]2)([
2  xx

exfe

.2)()(
2 单调递增则函数 xx

exfexF  

3)0()(,0  FxFx 时当

32)(
2   xx

exfe

.23)(  
32 xx

eexf 从而
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;,1000         

,50  11

少可获得最大收入

试问房租定为多元的维修费公寓每月花费

而租出去的去就会多一套公寓租不出元时

当月租金每增加公寓会全部租出去元时

当月租金为套公寓要出租一房地产公司有例

解 ),1000( xx元设租金为 ,
50

1000
套租不出去则有

x

,
50

70
50

1000
50 套从而可租出去

xx





,100  元每套租出去后净收入 x



,700072
50

)
50

70)(100(  
2

 x
xx

xy故总收入为

.,1800 取得最大值时当 yx 


