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§7.1 ØCf�m���m©)

½Â. �T ´�5�mV þ��5C�, W´V �f�m, XJéu?¿α ∈ WÑ

kT (α) ∈ W , K¡W �T �ØCf�m, ½ö¡W �T -f�m.

5¿. éuV �?¿���5C�T , V ��9"f�mÑ´T -f�m.

~. �T ´�5�mV þ��5C�, y²T ���mT (V ) = {T (α)|α ∈ V } ÚTØ�

mker(T ) = {α ∈ V |T (α) = 0}Ñ´T�ØCf�m.

y². c¡®²y²T (V )Úker(T )´V �f�m.

éuα ∈ T (V ), dT (V )�½ÂíÑT (α) ∈ T (V ), ¤±T (V )´T�ØCf�m.

éuα ∈ ker(T ), duT (α) = 0 ∈ ker(T ), ¤±ker(T )´T�ØCf�m.
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·K. �T´�5�mV þ��5C�, W´V �f�m, α1, α2, · · · , αs´W���Ä,
KW´T -f�m¿�^�T (αi) ∈ W, (i = 1, 2, · · · , s).

y². (7�5)dT -f�m�½ÂíÑT (αi) ∈ W, (i = 1, 2, · · · , s).

(¿©5) éuα ∈ W , duα1, α2, · · · , αs´W���Ä, ¤±α�±dα1, α2, · · · , αs�5L
«, =

α = k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs

u´

T (α) = T (k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs) = T (k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs)

= k1T (α1) + k2T (α2) + · · ·+ ksT (αs) ∈ W

¤±W´T -f�m.
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~. �T´F[x]þ��5C�,

T (f(x)) := f ′(x), f(x) ∈ F[x]

éu?¿��ên, y²Fn[x]´T -f�m.

y². du1, x, x2, · · · , xn´Fn[x]Ä, 
�éuk = 0, 1, · · · , n

T (xk) = kxk−1 ∈ Fn[x]

¤±Fn[x]´T -f�m.
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·K. �V þ�5C�T1, T2 ���, KT1 ���mT1(V ) ÚT1 �Ø�mker(T1) Ñ´T2-f
�m.

y². éuβ ∈ T1(V ), K�3α ∈ V ¦�T1(α) = β. u´T2(β) = T2T1(α) = T1T2(α) ∈
T1(V ), ¤±T1(V )´T2-f�m.

éuβ ∈ ker(T1), KT1(β) = 0. u´T1T2(β) = T2T1(β) = T2(0) = 0, =T2(β) ∈ ker(T1), ¤

±ker(T1)´T2-f�m.

5¿. éuõ�ªf(λ) ∈ F[λ], �5C�T �f(T ) �±��, u´f(T ) ���m�Ø�m

�Ñ´T -f�m. AO, XJλ = c ´T �?¿A��, �f(λ) = c− λ, Kf(T ) = cE − T �

Ø�m

Vc = {α ∈ V |(cE − T )(α) = 0

´A��c ¤éA�A�f�m, ÏdT �?�A�f�mÑ´T -f�m.

`². �W´T -f�m, duT (W ) ⊆ W , ¤±T �±w¤W þ��5C�, P�T |W .
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·K. �W´V �f�m,(β1, β2, · · · , βs)´W���Ä, (β1, β2, · · · , βs, βs+1, · · · , βn)´V �

� � Ä, T´V þ � � 5 C �, KW´T -f � m � ¿ � ^ �T3 k S

Ä(β1, β2, · · · , βs, βs+1, · · · , βn)e�Ý
�

A =

(
Bs×s Cs×(n−s)
0 D(n−s)×(n−s)

)
y². W´T -f�m¿�^�T (βi) ∈ W, (i = 1, 2, · · · , s), ù�du

T (β1) = a11β1 + · · ·+ a1sβs

T (β2) = a21β1 + · · ·+ a2sβs

· · · · · ·
T (βs) = as1β1 + · · ·+ assβs

T (βs+1) = as+11β1 + · · ·+ as+1sβs + as+1s+1βs+1 + · · ·+ as+1nβn

· · · · · ·
T (βn) = an1β1 + · · ·+ ansβs + ans+1βs+1 + · · ·+ annβn
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§�Ý
/ª

T (β1, β2, · · · , βs, βs+1, · · · , βn) = (β1, β2, · · · , βs, βs+1, · · · , βn)A

ùp

A =

(
Bs×s Cs×(n−s)
0 D(n−s)×(n−s)

)
, Bs×s =


a11 a12 · · · a1s

a21 a22 · · · a2s
... ... . . . . . .

as1 as2 · · · ass


`². d·K�y²�±wÑT |W 3W �Ä(β1, β2, · · · , βs) e�Ý
Ò´Bs×s.
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íØ. �T´�5�mV þ��5C�, W´T -f�m, KT |W �A�õ�ª�ØT�A�
õ�ª.

y². �(β1, β2, · · · , βs)´W���Ä, ò§*¿V ���Ä(β1, β2, · · · , βs, βs+1, · · · , βn),
KT3kSÄ(β1, β2, · · · , βs, βs+1, · · · , βn)e�Ý
�

A =

(
Bs×s Cs×(n−s)
0 D(n−s)×(n−s)

)
T |W 3W �Ä(β1, β2, · · · , βs) e�Ý
Ò´Bs×s. u´

∆T |W (λ) = |λEs −Bs×s|

∆T (λ) = |λE − A| =

∣∣∣∣ λEs −Bs×s −Cs×(n−s)
0 λE(n−s)×(n−s) −D(n−s)×(n−s)

∣∣∣∣
= |λEs −Bs×s||λE(n−s)×(n−s) −D(n−s)×(n−s)|

Ïd∆T |W (λ)|∆T (λ)
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`². XJV1ÚV2Ñ´T -f�m
�

V = V1 ⊕ V2

K òV1� k S Ä(α1, α2, · · · , αs)ÚV2� k S Ä(β1, β2, · · · , βn−s)Ü 3 � å � �V � k
S Ä(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βn−s), X JTV1

3 Ä(α1, α2, · · · , αs)� Ý 
 �A1ÚTV2
3

Ä(β1, β2, · · · , βn−s)�Ý
�A2, =

TV1
(α1, α2, · · · , αs) = (α1, α2, · · · , αs)A1, TV2

(β1, β2, · · · , βn−s) = (β1, β2, · · · , βn−s)A2

K

T (α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βn−s) = (T (α1, α2, · · · , αs), T (β1, β2, · · · , βn−s))

= ((α1, α2, · · · , αs)A1, (β1, β2, · · · , βn−s)A2) = ((α1, α2, · · · , αs), (β1, β2, · · · , βn−s))

(
A1 0
0 A2

)
¤±T3Ä(α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · · , βn−s)e�Ý
�(

A1 0
0 A2

)
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��XJV1, V2, · · · , VsÑ´T -f�m¿�

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs

K òVi� k S ÄBi = (αi,1, αi,2, · · · , αi,si
)¿ å 5 Ò ´V � k S Ä(B1, B2, · · · , Bs), X

JT |Vi
3kSÄBie�Ý
´Ai, K

T (B1, B2, · · · , Bs) = (TB1, TB2, · · · , TBs) = (B1A1, B2A2, · · · , BsAs)

= (B1, B2, · · · , Bs)


A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · As


¤±T3kSÄ(B1, B2, · · · , Bs)e�Ý
�

A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · As


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~. �V ´�F þn ��5�m, T ´V þ��5C�, éuα ∈ V ¿�α 6= 0. XJk ´¦

�α, T (α), · · · , T k(α) �5�'�����ê. -

W = Span{α, T (α), · · · , T k−1(α)}

y²W´T -f�m¿�¦T |W �A�õ�ª.

y ². dk � b � í Ñk > 0¿ �α, T (α), · · · , T k−1(α) � 5 Ã ', ¤ ± ´W� Ä. d
uα, T (α), · · · , T k−1(α),T k(α)�5�', ¤±�3b0, b1, · · · , bk−1 ∈ F, ¦�

T k(α) = b0α + b1T (α) + · · ·+ bk−1T
k−1(α)

¤±éuj = 0, 1, 2, · · · , k − 1, T (T j(α)) = T j+1(α) ∈ W , ¤±W´T -f�m.
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T |W 3W�Ä(α, T (α), · · · , T k−1(α))�Ý
�

B =


0 0 · · · 0 b0
1 0 · · · 0 b1
0 1 · · · 0 b2
· · ·
0 0 · · · 1 bk−1


¤±T |W �A�õ�ª�

∆T |W (λ) = |λE −B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 0 · · · 0 −b0
−1 λ 0 · · · 0 −b1
0 −1 λ · · · 0 −b2
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · −1 −bk−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λk − (b0 + b1λ + · · ·+ bk−1λ

k−1)
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·K. �V ´�F þ�n ��5�m, T ´V þ��5C�, ∆T (λ) ´T �A�õ�ª,
K∆T (T ) ´V þ�"�5C�.

y². éuα ∈ V , e¡·��y∆T (T )(α) = 0
XJα = 0, K∆T (T )(α) = 0.
XJα 6= 0, K�ÄV �f�m

W = span{α, T (α), · · · , T k−1(α)}

ùpk´¦�α, T (α), · · · , T k(α) �5�'�����ê. c¡�~fw�·�W´T -f�

m, T |W �A�õ�ª�

∆T |W (λ) = λk − b0 − b1λ− · · · − bk−1λ
k−1

Ù¥b0, b1, · · · , bk−1÷v

T k(α) = b0α + b1T (α) + · · ·+ bk−1T
k−1(α)

du∆T |W (λ)|∆T (λ), ¤±�3g(λ) ∈ F[λ]¦�∆T (λ) = g(λ)∆T |W (λ) u´

∆T (T )(α) = g(T )∆T |W (T )(α) = g(T )(T k − b0E − b1T + · · · − bk−1T
k−1)(α)

= g(T )(T k(α)− b0(α)− b1T (α) + · · · − bk−1T
k−1(α)) = g(T )(0) = 0

¤±∆T (T ) = O
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íØ. �A ´n ��
, ∆A(λ) ´A �A�õ�ª, K∆A(A) = 0.

y ². �V ´n� � 5 � m, (α1, α2, · · · , αn)´V � � � k S Ä, ϕ´ 3 k S

Ä(α1, α2, · · · , αn)eL(V, V )�Mn(F)�Ó�N�. KéuA ∈ Mn(F, �3T ∈ L(V, V )¦
�ϕ(T ) = A. �T�A�õ�ª∆T (λ)(= ∆A(λ))�

∆T (λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ + a0

u´

∆A(A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A + a0E

= ϕ(T )n + an−1ϕ(T )n−1 + · · ·+ a1ϕ(T ) + a0ϕ(E)

= ϕ(T n + an−1T
n−1 + · · ·+ a1T + a0E)

= ϕ(∆T (T )) = ϕ(O) = 0

öS. SK7.5:1(1)(2),3,4.
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½Â. �n ��5�mV þ��5C�T �A�õ�ª�

∆T (λ) = (λ− λ1)
c1(λ− λ2)

c2 · · · (λ− λs)
cs

Ù¥λ1, λ2, · · · , λs´T�üüØÓA��, éui = 1, 2, · · · , s, -

Wλi
:= {α ∈ V |(λiE − T )ci(α) = 0}

¡Wλi
�A��λi ��f�m.

½n.(�f�m©)½n) �V ´n ��5�m, T´V þ��5C�, T �A�õ�ª�

∆T (λ) = (λ− λ1)
c1(λ− λ2)

c2 · · · (λ− λs)
cs

K

(1) éui = 1, 2, · · · , s, �f�mWλi
´T -f�m

(2) �5�mV ke¡�©)ª

V = Wλ1
⊕Wλ2

⊕ · · · ⊕Wλs

(3) éui = 1, 2, · · · , s, dim Wλi
= ci.

y². (1)éui = 1, 2, · · · , s, Põ�ªfi(λ) := (λi − λ)ci, Kfi(T ) = (λiE − T )ci¿�Wλi
=

ker(fi(T )), ¤±Wλi
´V �f�m. duT�fi(T )�±��, ¤±ker(fi(T )) = Wλi

´T -f�

m.
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(2)-

gi(λ) :=
∆T (λ)

fi(λ)

éuα ∈ V ,
fi(T )gi(T )(α) = ∆T (T )(α) = O(α) = 0

ù`²gi(T )(α) ∈ ker(fi(T )) = Wλi
.

du
(g1(λ), g2(λ), · · · , gs(λ)) = 1

¤±�3õ�ªu1(λ), u2(λ), · · · , us(λ)¦�

g1(λ)u1(λ) + g2(λ)u2(λ) + · · ·+ gs(λ)us(λ) = 1

u´

g1(T )u1(T ) + g2(T )u2(T ) + · · ·+ gs(T )us(T ) = E
éuα ∈ V ,

g1(T )u1(T )(α) + g2(T )u2(T )(α) + · · ·+ gs(T )us(T )(α) = E(α) = α

Ïd

V = Wλ1
+ Wλ2

+ · · ·+ Wλs
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�

0 = α1 + α2 + · · ·+ αs

ùpαi ∈ Wλ2
, (i = 1, 2, · · · , s), XJαi(i = 1, 2, · · · , s)Ø��"�þ, KØ�b�α1 6= 0,

u´

α1 = −α2 − · · · − αs

duõ�ªf1(λ)�õ�ªf2(λ) · · · fs(λ)p�, ¤±�3õ�ªu1(λ)Úu2(λ)¦�

u1(λ)f1(λ) + u2(λ)f2(λ) · · · fs(λ) = 1

u´

u1(T )f1(T ) + u2(T )f2(T ) · · · fs(T ) = E
ù�

α1 = E(α1) = u1(T )f1(T )(α1) + u2(T )f2(T ) · · · fs(T )(α1)

= u2(T )f2(T ) · · · fs(T )(α1) = u2(T )f2(T ) · · · fs(T )(−α2 − · · · − αs)

= −u2(T )f2(T ) · · · fs(T )(α2)− · · · − u2(T )f2(T ) · · · fs(T )(αs) = 0

ù�α1 6= 0gñ. ¤±�k�αi(i = 1, 2, · · · , s)Ñ´"�þ�, â�U

0 = α1 + α2 + · · ·+ αs

¤±

V = Wλ1
⊕Wλ2

⊕ · · · ⊕Wλs
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(3) éui = 1, 2, · · · , s, �dim Wλi
= siÚBi = (αi,1, αi,2, · · · , αi,si

)�Wλi
�kSÄ. du

V = Wλ1
⊕Wλ2

⊕ · · · ⊕Wλs

¤±(B1, B2, · · · , Bs)´V �kSÄ, 
�XJT |Wλi
3kSÄBie�Ý
´Ai, KT3kS

Ä(B1, B2, · · · , Bs)e�Ý
� 
A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · As


éuα ∈ Wλi

fi(T |Wλi
)(α) = fi(T )(α) = 0

¤ ±fi(T |Wλi
)´Wλi

þ � " � 5 C �, ¤ ±T |Wλi
� � � õ � ªmT |Wλi

(λ)|fi(λ). d d í

ÑmT |Wλi
= (λ − λi)

ti, ÏdT |Wλi
�A�õ�ª∆T |Wλi

(λ) = (λ − λi)
si, du∆T |Wλi

(λ)|∆T (λ),
¤±si ≤ ci, �´

n = s1 + s2 + · · ·+ ss ≤ c1 + c2 + · · ·+ cs = n

ddíÑci = si, (i = 1, 2, · · · , s).
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~. ��5�mV = C3, T´V þ��5C�, §3V �IOÄ(e1, e2, e3) e�Ý
�

A =

 −1 1 0
−4 3 0
1 0 2

 .

¦�5C�T���m©), ¿�3V ¥ÀJ���kSÄ¦��5C�T3ù�Äe�Ý

´Oé�
�´en�Ý
.

). O�T�A�õ�ª.

|λE − A| =

∣∣∣∣∣∣
λ + 1 −1 0

4 λ− 3 0
−1 0 λ− 2

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− 2).

du

(A− E)(A− 2E) =

 −2 1 0
−4 2 0
1 0 1

  −3 1 0
−4 1 0
1 0 0

 6= 0.

¤±mA(λ) = ∆A(λ) = (λ− 1)2(λ− 2) k­�, ÏdA Ø�é�z.
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Ï�|λE − A| = (λ − 1)2(λ − 2), ¤±d�f�m©)½n�V = W1 ⊕ W2, Ù¥W1 ´A

��1 ��f�m, W2 ´A��2 ��f�m,¿�dim W1 = 2, dim W2 = 2. ¤±·��±

lW1 ÚW2 ¥ÀÄ, ò§�Üå5Ò´V �Ä, 
�T3ù�Äe�Ý
�

B =

(
A1 0
0 a

)
Ù¥A1 ´2 ��
.

e¡äN�ÑW1 �ÄÚW2 �Ä, ¦�T3ùü�Üå5
¤V �Äe�Ý
´en�
.

duW2 = {α ∈ V |(2E − T )(α) = 0}, §Ò´A��2 �A�f�m. )àg�5�§|

(2E − A)X =

 3 −1 0
4 −1 0
−1 0 0

  x1
x2
x3

 =

 0
0
0

 ,

�Ä:)Xη1 =

 0
0
1

, ¤±α1 = 0e1 + 0e2 + e3 = e3 ´W2 ���Ä, §´áuλ1 = 2 �

A��þ, =

T (α1) = 2α1
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W1 = {α ∈ V |(E − T )2α = 0}, )àg�5�§|

(E − A)2X =

 0 0 0
0 0 0
−1 1 1

  x1
x2
x3

 =

 0
0
0



�Ä:)Xη2 =

 1
0
1

 , η3 =

 1
1
0

. ¤±W1k��Äα2 = e1 + e3, α3 = e1 + e2, duTØ

�é�z, ¤±A��1 �A�f�mV1 = {α ∈ V |(E − T )α = 0}´1��, ¤±α2Úα3¥
��k��Ø3A�f�mV1. ¯¢þ

(E − A)η2 =

 2 −1 0
4 −2 0
−1 0 −1

  1
0
1

 =

 2
4
−2

 6= 0

¤±α2 /∈ V2.
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-β3 = (E − T )(α2), Kdu

(E − T )(β3) = (E − T )2(α2) = 0

¤±β33A�f�mV1, ddíÑα2, β3�5Ã', ¤±´�f�mW1�Ä

T (α2) = α2 − β3
T (β3) = β3

, ½öT (α2, β3) = (α2, β3)

(
1 0
−1 1

)
u´T3kSÄ(α2, β3, α1)e�Ý


B =

 1 0 0
−1 1 0
0 0 2


duIOÄ�(e1, e2, e3) Ä(α2, β3, α1)�LÞÝ
�

P =

 1 2 0
0 4 0
1 −2 1


¤±B = P−1AP

öS1. 3þ~¥é��kSÄ, ¦�T3ù�kSÄe�Ý
´þn�
.

öS2. SK7.5:6.
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