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3.3 定积分的应用 

高等数学A 

第3章 一元函数积分学 

3.3.1 平面图形的面积 
3.3.2 体积(1) 



3.3 定积分的应用 

3.3.1 平面图形的面积     

问题的提出与微元法   

直角坐标情形 

参数方程情形 

计算平面图形面积习例1-3 

极坐标情形 

计算平面图形面积习例7-10 

3.3.2 立体体积 

旋转体的体积 

计算立体体积习例8-11 

内容小结 

定
积
分
的
几
何
应
用 

习例4-6 



回顾 曲边梯形求面积的问题 
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曲边梯形由连续曲线

)( xfy  )0)(( xf 、

x轴与两条直线 ax  、

bx  所围成。
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一、问题的提出与微元法   



  .  具有对区间的可加性要求量运用定积分处理问题时 A

     取极限”—求和—近似“分划—

    , 局利用整体上变化的量在局部问题的步骤将整体问题化成

  ,  , 替“变”在局部上以“不变”代关系部上近似于不变的辩证

    , 采用按照定积分的概念
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      ,    , 个将具有代表性的第略去下标为简便和醒目起见 ii
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    ,   则有为区间的左端点xi
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  .   , 加解为微分元素的无限累我们在这里将定积分理简言之



元素法的一般步骤： 

第一步 利用“化整为零 , 以常代变” 求出局部量
的 

微分表达式 

xxfU d)(d 

第二步 利用“ 积零为整 , 无限累加 ” 求出整体量的 

积分表达式 

U xxf
b

a
d)(

这种分析方法成为元素法 (或微元分析法) 

元素的几何形状常取为:  条, 带, 段, 环, 扇, 片, 壳 等 

近似值 

精确值 



应用方向：平面图形的面积、 体积、平面曲线的弧
长、 功、水压力、引力和平均值等。  



x

y

o

)(xfy 

a b x

y

o

)(1 xfy 

)(2 xfy 

a b

曲边梯形的面积 
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围成图形的面积 
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1. 直角坐标情形 

二、平面图形的面积   

说明：注意各积分区间上被积函数的形式． 

问题： 积分变量只能选   吗？ x



1 2 1 2 , [ , ],(y) (y) C c d (y) (y)    

dyyydA )]()([ 12  

 
d

c
dyyyA )]()([ 12 



计算由曲线 xy 2
2  和直线 4 xy 所围成的图形的面积. 

计算平面图形面积习例 

求椭圆 1
2

2

2
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
b

y

a

x
的面积. 

 .积所围成的平面图形的面

  20   ,sin  ,cos 
33  ttaytax求星形线例5 

例2 

例4 

例 1 计算由两条抛物线 xy 2
和

2
xy  所围成的图形的面积. 

计算由曲线 xxy 6
3  和 2

xy  所围成的图形的面积. 例3 

   )cos1(  ),sin( 的第一拱求由摆线 tayttax 

  .   )20( 积所围成的平面图形的面与横轴 xt 

例6 



例 1 计算由两条抛物线 xy 2 和 2
xy  所围成的

图形的面积. 

解 两曲线的交点 
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计算由曲线 xy 2
2  和直线 4 xy 所围成的

图形的面积. 

两曲线的交点 
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计算由曲线 xxy 6
3  和 2

xy  所围成的图形的

面积. 

解  两曲线的交点 
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归纳 

求由曲线围成的平面图形面积的解题步骤： 

（1）画草图，求出曲线的交点坐标 

（3）写出面积微元 

（4）写出面积的定积分表达式 

（5）计算定积分，求出面积 

（注y型：把x写成y的函数) 

（2）根据图形特点，选取适当的积分变量 

)

,,(

且被积表达式尽量简单

应使图形的分块尽量少根据平面图形



求椭圆 1
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椭圆的参数方程 
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则曲边梯形面积 

此时要注意曲边是有正方向的! 从而确定出起点和终点. 

当你沿曲边朝着这方向前进时曲边梯形将在你的右边. 

2. 参数方程情形 



 .积所围成的平面图形的面
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所求面积 



   )cos1(  ),sin( 的第一拱求由摆线 tayttax 

  .   )20( 积所围成的平面图形的面与横轴 xt 
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   设由曲线 )(r 及射线

  、   围成一曲边扇

形，求其面积．这里， )(

在 ],[  上连续，且 0)(  ．
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3. 极坐标情形 

.,  且为积分变量选



求双纽线 2cos
22

ar  所围平面图形的面积. 

求心形线 )cos1(  ar 所围平面图形的

面积 )0( a . 

计算平面图形面积习例 

例8 

例9 

   cos1  cos3 所围成的与心形线求圆   rr

   .平面图形的面积

例10 

对应   从 0 变 例7   计算阿基米德螺线 

到 2 所围图形面积 .    



对应   从 0 变 例7. 计算阿基米德螺线 
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到 2 所围图形面积 .    



求双纽线 2cos
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求心形线 )cos1(  ar 所围平面图形的面积
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利用对称性知 d





0

2

2

1
2 drA

,0  

 



0

22
)cos1(

2

1
2 da

 d)coscos21(
2




0

2
a







  2sin

4

1
sin2

2

32
a



0
.

2

3 2
a

例9 

解  



   cos1  cos3 所围成的与心形线求圆   rr    .平面图形的面积例10 

解 
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    旋转体就是由一个平面图形绕这平面内
一条直线旋转一周而成的立体．这直线叫做
旋转轴． 

圆柱 圆锥 圆台 

旋转体的体积 

三、立体体积 



一般地，如果旋转体是由连续曲线 )( xfy  、

直线 ax  、 bx  及x 轴所围成的曲边梯形绕

x轴旋转一周而成的立体，体积为多少？

取积分变量为x ，

],[ bax

在 ],[ ba 上任取小区

间 ],[ dxxx  ，

取以 dx 为底的窄边梯形绕 x 轴旋转而成的

薄片的体积为体积元素， dxxfdV
2
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(1) 类似地，如果旋转体是由连续曲线 )( yx  、

直线 cy  、 dy  及 y 轴所围成的曲边梯形绕 y 轴

旋转一周而成的立体，体积为 
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.),(),(,,)2( 21 轴旋转绕平面图形 xxfyxfybxax 
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求星形线 3

2

3

2

3
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ayx  )0( a 绕 x 轴旋转 

构成旋转体的体积. 

求摆线 )sin( ttax  ， )cos1( tay  的一拱

与 0y 所围成的图形分别绕 x 轴、y 轴旋转

构成旋转体的体积. 

求由曲线 2
4 xy  及 0y 所围成的图形绕

直线 3x 旋转构成旋转体的体积. 
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例14 

计算立体体积习例 
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体积轴旋转所成的旋转体的轴与绕求椭圆 yx
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解  (1)绕 x 轴旋转时,  选 x 为积分变量,  
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解 绕x轴旋转的旋转体体积
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求摆线 )sin( ttax  ， )cos1( tay  的一拱

与 0y 所围成的图形分别绕 x 轴、y 轴旋转

构成旋转体的体积. 

例13 



绕y轴旋转的旋转体体积

可看作平面图OABC 与OBC  

分别绕 y轴旋转构成旋转体的体积之差. 
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（2）解法2（柱壳法） 

柱壳体积 

x xx d

y

柱面面积 

 2  )sin( tta )cos1( ta 



补充 如果旋转体是由连续曲线 )(xfy  、直线

ax  、 bx  及 x 轴所围成的曲边梯形绕 y 轴

旋转一周而成的立体，体积为 

dxxfxV
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a
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取积分变量为y , ]4,0[y

体积元素为 
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求由曲线 2
4 xy  及 0y 所围成的图形绕

直线 3x 旋转构成旋转体的体积. 

例14 

解 



内容小结 

1. 平面图形的面积 

边界方程 参数方程 

极坐标方程 

直角坐标方程 

上下限按顺时针方向
确定 



2.  旋转体的立体体积 

2)( yxA 绕 x 轴 : 

yxxA 2)( 绕 y 轴 : (柱壳法) 


