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函数导数的定义为 

即函数在点 x 处的导数等于 0x 时,  函数 

x

xfxxf



 )()(
的极限值. 在点 x 处的差商 

导数与差商 



        我们常常需要从函数的导数所给出 

的局部的或“小范围”性质, 推出其整体的 

或“大范围”性质.  为此, 我们需要建立函 

数的差商与函数的导数间的基本关系式, 

 这些关系式称为“微分学中值定理”.   

        这些中值定理的创建要归功于费马、 

拉格朗日、柯西等数学家. 



首先, 从直观上来看看 

“函数的差商与函数的导数间的基本关系式” 

是怎么一回事. 
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处切线的斜率：点

导数与差商 

相等！ 
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将割线作平行移动, 那么它至少有一次会 

达到这样的位置： 

在曲线上与割线距离最远的那一点P 处成 

为切线, 即在点P 处与曲线的切线重合.  

, ),( 21 xx也就是说, 至少存在一点 使得 

该命题就是微分中值定理. 



一. 函数极值的概念  

定义:  

,),~(),,(,),()( 00 时当内有定义在设 xUxbaxbaxf 

 ;)(),()(  )1( 00 为极大值则若 xfxfxf 

 .)(),()(  )2( 00 为极小值则若 xfxfxf 

极大值和极小值统称为极值,  取得极值的点称为极值点.  

注意：  

(1)极值点指的是横坐标x，极值指的是函数值f(x). 

(2)极值点必须在区间的内部. 



(3)极值是局部性质, 

     而最值是全局性质. 

如图 
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(4)极小值不一定比 

     极大值小. 

(5)区间内部的最值点一定是极值点；反之不一定成立. 



二. Fermat 定理  

定理1. 
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处取得极值在设函数

        可微函
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证明: . )( 0 是极大值设 xf
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（极小值类似可证） 



三. Rolle定理 

定理2.  
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内可导在开区间

上连续在闭区间

满足若函数

.0)( ),,(   fba 使得则至少存在一点

几何意义: 

o x

y

a b o x
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Rolle定理指出在两个高度相同 

的点之间的一段连续曲线上,若 

除端点外,它在每一点都有不垂 

直于 x 轴的切线,则在其中必有 

一条切线平行于 x 轴. 



证明: ,],[ )( 上连续在闭区间 baxf

,],[ )( mMbaxf 和最小值上有最大值在闭区间

(1)若M=m,  ],[,)( baxCxf 则

).,(,0)( baxCxf  对于一切 .x取

.],[ )(,)2( 上不是常数在则若 baxfmM 

.,),()( 不可能同时在端点取得则 mMbfaf 

),(afM 不妨设

.)(),,( Mfba   使得则至少存在一点

.)(  的极大值点也是则此点 xf

.0)(,Fermat  f定理可知由



定理的条件是充分的，但非必要. 不满足条件有可能 

结论不成立. 如图 
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注意: 

区间内有不连续点 
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推论: 
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的一个零点至少有导函数

任意两零点间可导函数
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Rolle定理应用习例 

,32)(.1
2  xxxf设例

.]1,3[)(Rolle 上的正确性在定理对验证 xf

3.  ( )  [ , ] , ( , ) , ( , )x a b a b a b例 若 在 上连续在 内可导证明在 内

2. ( ) ( ) ,p x p x例 设多项式 的导函数 没有实根

5.  ( ) ,  f x例 设 二阶可导且

),( ),()()( 321321 xxxxfxfxf 

.0)(],,[ 31   fxx 使得试证至少存在一点

( ) .p x试证 最多只有一个实根

2 22 [ ( ) ( )] ( ) ( ) .x b a b a x    方程 至少存在一个根



.]1,3[)(Rolle 上的正确性在定理对验证 xf

解:  , )()1( 是初等函数xf

.]1,3[  )( 上连续在闭区间  xf

,22)()2(  xxf

.)1,3(  )( 内可导在  xf

),1,3(1  ,022)( )4(  xxxf 则设

).1,3(1   取

).1(0)3()3( ff 

,32)(.1
2  xxxf设例



证明:（反证法） 

.)( 至少有两个实根假设 xp ., 2121 xxxx 且和设为

,)( 是连续可导的由于多项式 xp .0)()( 21  xpxp且

,Rolle],[)( 21 定理的条件上满足在多项式函数 xxxp

.0)(),,( 21   pxx 使得从而至少存在一点

.")(" 相矛盾没有实根这与题设 xp

2. ( ) ( ) ,p x p x例 设多项式 的导函数 没有实根

( ) .p x试证 最多只有一个实根



分析: ,0)]()([2)()(
22  abxxab 

,0))](()([)()(
222  xabxab 

.0}))](()([)(){(
222  xabxab 

证明: ,)]()([)()()( 
222

xabxabxf  设

.),( , ],[  )( 内可导在上连续在则 babaxf

).()()()(
22

bfbaabaf  

由Rolle定理得: ),,( ba至少存在一点 .0)(  f使得

.02)]()([)()( 
22   abab即

3.  ( )  [ , ] , ( , ) , ( , )x a b a b a b例 若 在 上连续在 内可导证明在 内
2 22 [ ( ) ( )] ( ) ( ) .x b a b a x    方程 至少存在一个根



,15)( 5  xxxf

,0)( 0 xf

证明: (1) 存在性 . 

则 )(xf 在 [0 , 1 ] 连续 , 且 

由介值定理知存在 ,)1,0(0 x 使 

即方程有小于 1 的正根 

(2) 唯一性 . 

假设另有 在以)(xf

10 , xx 为端点的区间满足罗尔定理条件 , 之间在 10 , xx

至少存在一点 

但 矛盾, 故假设不真! 

设 



5.  ( ) ,  f x例 设 二阶可导且

),( ),()()( 321321 xxxxfxfxf 

.0)(],,[ 31   fxx 使得试证至少存在一点

证明: , )( 二阶可导xf

;],[  ],[  )( 3221 上连续和在 xxxxxf

.),(  ),(  )( 3221 内可导和在 xxxxxf

),()( 21 xfxf 由

.0)(  ),,( 1211   fxx 使得至少存在一点

),()( 32 xfxf 由

.0)(  ),,( 2322   fxx 使得至少存在一点



;],[  )( 21 上连续在而 xf 

.),(  )( 21 内可导在 xf 

由Rolle定理，得 

),,(),( 3121 xx 至少存在一点

.0)(  f使得

).(0)( 21  ff 
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四. Lagrange 中值定理 

定理3.  
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).)(()()(  abfafbf  或

几何意义: 
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Lagrange中值定理指出若曲线 

 y = f (x)在(a , b)内每一点都有 

不平行于 y 轴的切线,则在曲线 

上至少存在一点P( , f ( )),使 

曲线在P的切线平行于过曲线 

两端点 A, B 的弦. 
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由Rolle定理得, 

),,( ba至少存在一点 .0)(  F使得
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))(()()( , bafbfafab  时当

).)(()()(  abfafbf  或

).)(()()(  abfafbf  



注意:  

.RolleLagrange  ,)()(  (1) 定理中值定理则令  bfaf

 ,))(()()(  Lagrange  )2( 中中值公式在 abfafbf  

,ba   ,0 aba   ,10 





ab

a

,
ab

a
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

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令 .10  ),(   aba则

从而Lagrange中值公式可写为 

.10  ),)](([)()(   ababafafbf

,, 时有取 xxbxa 

.10  ,)()()(   xxxfxfxxf

.10  ,)(    xxxfy即 称为有限增量定理. 



(3)  拉格朗日中值定理的物理意义 

某一时刻达到它的平均速度. 

拉格朗日中值定理告诉我们, 在 t=a 到 

t=b  的时间段内, 连续运动的物体至少会在 

(4)Lagrange中值公式精确地表达了函数在一个区间上 

     的增量与函数在这区间内某点处的导数之间的关系. 



(1)推论1设f (x)在区间I上可导，且f (x)=0, xI. 

                则f (x)=C, xI. 

证： x1,x2I, 不妨令x1<x2, 则f (x)在[x1, x2]上

满足拉格朗日中值定理条件，故有 

),(   ),)((')()( 211212 xxxxfxfxf  

而 f () = 0,   故 f (x2)=f (x1) 

由x1, x2 的任意性，f (x)=C, xI.  (C为常数) 

3. 拉格朗日中值定理的三个重要推论 

(C为常数) 



(2)推论2. 若f ' (x)=g' (x)，xI, 则 f x)=g(x)+C , 

xI (C为常数) 

证：令  F(x)=f (x)g(x), 由推论1立即可证.  

(3)推论3.  若f (x)的导数在(a, b)内不变号，则函

数f (x)在(a, b)内严格单调. 



Lagrange定理应用习例 
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 xx证明等式例
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 ( )  [0,1] ,  [0,1] 

0 ( ) 1 ,  (0,1) ( ) 1  .  

: (0,1),  ( ) .

f x x

f x x f x

f  

 

    

 

例8.假设 在 上连续可导 且 对

有 对 有

证明存在唯一的 使得



.
2

arccosarcsin .6


 xx证明等式例

证明: ,arccosarcsin)( xxxf 设

.)1,1(  )( 内可导在则 xf

,0
1

1

1

1
)( 
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
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xf又

.arccosarcsin)( )1,1( Cxxxf  内恒有在

.
2

)0(,0 Cfx 


有时又当

.
2

arccosarcsin


 xx



.)1ln(
1

,0:.7 xx
x

x
x 


 时当证明例

证明:  利用Lagrange中值定理证明不等式时,  

.],,[ )( babaxf 且利用及区间选择

,ln)( ttf 设 ].1,1[ xt 

,)1,1( ,]1,1[ )(, 内可导在上连续在显然 xxtf 

由Lagrange中值定理, 则 

,)()1()1( xffxf   )1,1(  x且

x
x

x  11   ,)1ln(  


且即
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从而

注意: 

 ),1ln()( ttf 设 !],0[ 同样可证得结论成立xt



例8 

 ( )  [0,1] ,  [0,1] 0 ( ) 1 ,  

(0,1) ( ) 1  .  

: (0,1),  ( ) .

f x x f x

x f x

f  

  

 

 

假设 在 上连续可导 且 对一切 有

对一切 有

证明存在唯一的 使得

证 ,  ( ) ( )F x f x x 构造辅助函数令

, ( ) [0,1] , (0) (0) 0,  (1) (1) 1 0,F x F f F f    显然 在 上连续 且

( ) (0,1) , 

 ( ) 0,  ( ) .

F x

F f



  



 

满足零点定理的条件,则至少存在

使得 即



下面证明唯一性． 

1 2 1 2 , (0,1)  ( ),  such that x x x x 假设有两个点

 .)(,)( 2211 xxfxxf 

1 2

1 2

 ( )  [ , ]  ,

 ( , ) (0,1),such that 

f x x x

x x  

在 满足拉格朗日中值定理的条件 则

1
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, (0,1) , ( ) 1  ,  . 

(0 1) , ( ) .

x f x

, f  

 

 

但是 时 矛盾

所以存在唯一的 使得



的参数方程为设弧   AB
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    的斜率为而弦 AB
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k





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B



)(xfy 

        在拉格朗日 
中值定理中,   将 
曲线用参数方程 
表示 ,  会出现什 
么结论？ 



五. Cauchy中值定理  

定理4.  
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内可导在开区间

上连续在闭区间

满足若函数
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f
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


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


 使得则至少存在一点

几何意义: 
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xgX

))(),(( afagA
))(),(( bfbgB
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xg
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dX

dY








Cauchy中值定理指出 

在定理条件下, 用参数
方程表示的曲线上至 

少有一点, 它的切线平
行于两端点的连线. 



分析:  )(
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证明:  ],[  ),(
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)()( baxxg
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xfxF 




设

.),( , ],[  )( 内可导在上连续在则 babaxF

)()(

)()()()(
)(

agbg

agbfbgaf
aF




 )(bF



由Rolle定理得, 

),,( ba至少存在一点 .0)(  F使得

0)(
)()(

)()(
)( 




  g

agbg

afbf
f即

,0)(  xg又 .
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


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








注意:  

.Lagrange Cauchy,)((1) 中值定理中值定理则令  xxg

(2)Cauchy中值定理能否用如下方法证明,为什么? 

对f(x),g(x)分别应用Lagrange中值定理后相比得结论. 



有人想：分子分母分别用拉格朗日中值定理,   

就可证明柯西中值定理了. 

  , ])  ,([)( , )( baCxgxf 

 ,  )  ,(  )( , )( 内可导在 baxgxf

)(

)(

)()(

)()(
       





g

f

agbg

afbf









故

, 0)(  xg且

条件满足拉格朗日中值定理上在   , ]  ,[   )(  , )( baxgxf

    相同吗？两个



Cauchy定理应用习例 

9. 0,  ( 1) ( ),

          , .

b aab ae be e b a

a b





    例 若 证明

其中 在 之间

例11 
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:,)1,0(,]1,0[)(
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xf

  使至少存在一点

证明内可导在上连续在设函数



分析:  ,)1(
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ab

beae
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9. 0,  ( 1) ( ),

          , .

b aab ae be e b a

a b





    例 若 证明

其中 在 之间



证明: 设 0<a<b, 
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1

)(, )( bax
x

xg
x

e
xf

x

设

).()1(  abebeae
ab  即

显然, f(x),g(x)满足Cauchy中值定理的条件. 

由Cauchy中值定理,  使得至少存在一点 ),,( ba
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FeF
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


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



证明:  法1   用柯西中值定理. 

xxFxxf ln)(,lnsin)( 

则 f (x) , F(x) 在 [ 1 , e ] 上满足柯西中值定理条件,  

令 

因此  






1

1 lncos
即 

分析: 



法2  令 xxf lnsin)( 

则 f (x) 在 [ 1 , e ] 上满足罗尔中值定理条件, 

使 

xlncos )(xf  1sin
x

1

因此存在 


x

1

xln1sin 



例11 

)].0()1([2)(),1,0(

:,)1,0(,]1,0[)(
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  使至少存在一点

证明内可导在上连续在设函数

证 分析: 结论可变形为 
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,]1,0[)(),( 条件上满足柯西中值定理的在则 xgxf

有内至少存在一点在 ,)1,0( 
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





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)(

01

)0()1( fff
)].0()1([2)( fff 即



内容小结 

1. 微分中值定理的条件、结论及关系 

罗尔定理 

拉格朗日中值定理 

柯西中值定理 

)()( afbf 

xxF )(
)()( afbf 

xxF )(

2. 微分中值定理的应用 

(1) 证明恒等式 

(2) 证明不等式 

(3) 证明有关中值问题的结论 

关键: 

 利用逆向思维 

设辅助函数 

费马引理 



思考题：习题2.2   第1题（1）到（3）  

思考题参考答案  

课堂练习：习题2.2    第9题到第11题 

练习参考答案  

第二章  导数与微分导学（ 第6次课）思考题答案.doc
第二章  导数与微分导学（ 第1次课）.doc
第二章  导数与微分导学（ 第6次课）课堂练习答案.doc


练习１（罗）  设f (x)=(x a)(xb)(xc)(xd) ，

a<b<c<d为实数. 证明方程 f (x)=0，有且仅有三

个实根，并指出这三个根所在区间. 

证： f (x)是一个四次多项式 

 f (x)在[a, b], [b, c], [c, d]上连续，可导， 

又     f (a)=f (b)=f (c) =f (d)=0  

故     f (x)在[a, b], [b, c], [c, d]上满足Rolle定理条件. 



从而，   1(a, b), 2(b, c), 3(c, d), 使得 

f (1)= f (2)= f (3)=0 

  f (x)是一个四次多项式,  

故 f (x)=0 有且仅有三个实根： 

1(a, b),  2(b, c), 3(c, d). 

  f (x)是一个三次多项式, 它最多有三个实根, 



练习２(罗)设a0, a1, …, an 满足 ,0
1

11

2

1
110 


  nn a

n
a

n
aa 

证明   方程a0+a1x+…+an1x
n1+anxn =0           

在(0, 1)内至少有一实根 

证:    令 
1121

0
12

)( 


 nnnn x

n

a
x

n

a
x

a
xaxf 

则，f (x)C([0, 1])，在(0, 1)内可导。 

又   f (0)=0, 0
12

)1( 11
0 


 

n

a

n

aa
af nn

即   f (0)=f (1) 故   f (x)满足Rolle定理条件. 

由Rolle定理， 

命题获证. 

0)(),1,0( 1

110  



n

n

n

n aaaaf  使得



(拉练习１)  证明：当0<a<b时， 
a

ab

a

b

b

ab 



ln

证   即要证 )(
1

lnln)(
1

ab
a

abab
b



],,[,ln)( baxxxf 令

知   f (x)在[a, b]上满足拉格朗日中值定理条件， 

故    ),(
1

lnln, abab(a,b)ξ 


使得
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111
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
 ln



(拉练习２).  证明：若f (x)在(, +)内满足关系式  

f (x)=f (x)，f (0)=1，则 f (x)=ex. 

证：要证 f (x)=ex, x(, +)， 

即要证 ),,(,1
)(

 x
e

xf
x

令 ).,(,
)(

)(  x
e

xf
x

x
 (问题转化为证明 (x)=0) 
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xfxf

),(   )(      xCx

又   f (0)=1,     故 11
)0(

)0(
0

 C
e

f


从而 ),(      ,)(  xexf x



(拉练习３)证明若f (x)在[a, b]上可微，则至少存在一点 

)(' )(
)()(

 ff
ab

aafbbf




(a, b), 使 

证(分析):   要证明 

)))((')(()()( abffaafbbf  

与拉格朗日中值定理的式子比较可知，可作

辅助函数 

].,[   ),( )( baxxfxxF 

余下的由学生自己完成.  
命题证明涉及一个函数及
其端点处函数值之差，则
考虑利用拉氏定理，其中
构造辅助函数是关键。 


