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, )( )  ,( 时baxf  它的图形的形式不尽相同. 

一般说来,  对于一个区间上单调的函数的 

图形都存在一个需要判别弧段位于相应的弦线 

的“上方”或“下方”的问题 . 

在数学分析中将这种问题称为曲线 (函数)的凹凸性问题 . 

   . 函数图形的凹凸性一



简单地说 , 在区间 I 上 : 

曲线弧段位于相应的弦线上方时, 称之为凸的; 

曲线弧段位于相应的弦线下方时, 称之为凹的. 
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定义1 . 设函数 在区间 I 上连续 , 

(1)  若恒有 则称 

图形是凹的; 

(2)  若恒有 则称 

连续曲线上有切线的凹凸分界点 

称为拐点 . 

图形是凸的 . y

o
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        凹凸性的一般性

定义是…… 



O x

y 凸 

xa b

P

Q

:  的方程弦线PQ
1 2

1 2

2 1 1 2

( ) ( )
x x x x

y f x f x
x x x x

 
 

 
弦

:   的坐标点 x )1  ,0(   , )1( 21   xxx

:曲线位于弦线上方 ( )f x y 弦

1 2 1 2      ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) f x x f x f x       即

)(xfy 

2x1x



O x

y 凹 

xa b

P

Q

:  的方程弦线PQ

:   的坐标点 x )1  ,0(   , )1( 21   xxx

:曲线位于弦线下方 ( )  f x y 弦

1 2 1 2      ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ) f x x f x f x       即

)(xfy 

1x 2x

1 2
1 2

2 1 1 2

( ) ( )
x x x x

y f x f x
x x x x

 
 

 
弦



定义2:  设 f (x)在 I内连续, 

,, 21 Ixx  .1,0,0 2121   且

),()()()1( 22112211 xfxfxxf  若

则 f (x)为区间 I上的凸函数. 

),()()()2( 22112211 xfxfxxf  若

则 f (x)为区间 I上的凹函数. 
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  .  )0  ,0( 是曲线凹凸性的分界点点
有何体会？ 



定理1. 设f (x)C [a,b]且在(a,b)内可导. 

则曲线 y=f (x) 在[a, b]上为凹的(凸的)充分必要条件

是  f '(x)在(a, b)内单调增加(减少). 
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二、曲线凹凸的判定 



定理2. 设 f (x)在(a,b)内有二阶导数,  

,0)(),( )1(  xfbax 时有若

则 f (x)在(a,b)内的图形是凸的. 

,0)(),( )2(  xfbax 时有若

则 f (x)在(a,b)内的图形是凹的. 

在运用该定理时要注意： 

但仅在个别孤立点处等于零 ,  则定理仍然成立 . 

  , ) ,(   , 0)(  0)(  baxxf 如果



例1. 判定下列曲线的凹凸性 
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例1. 判定下列曲线的凹凸性 
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列表讨论如下:  

x )0,( 0 ),0( 
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定义:  

   . 函数图形的拐点二

连续曲线y=f(x)上凹弧与凸弧的分界点称为拐点.  

.,2,1,0),0,(  sin  kkxy 的拐点有如

xo

y

定理3 (拐点存在的必要条件)  
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则为拐点若

上二阶可导的区间在包含设

注意:拐点处的切线必在拐点处穿过曲线. 



注意:  

,),~()( 0 内存在在设 xUxf 

0)(,;0)(,)1( 00  xfxxxfxx 时当时当

.)())(,( 00 的拐点是曲线则 xfyxfx 

或者 

0)(,;0)(,)2( 00  xfxxxfxx 时当时当

.)())(,( 00 的拐点是曲线则 xfyxfx 



   . 点的步骤判定函数图形凹凸与拐三

.)()1( 的定义域写出 xf

).()2( xf 求

.0)()3( ixxf 的点的点及二阶导数不存在求出 

.)4( 小区间将定义区间分成若干个ix

;)()5( 的符号可得凹凸区间由 xf 

.

,))(,()(,

否则不是拐点

为拐点变号则左右两侧若在 iii xfxxfx 
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曲线的拐点判别习例 
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例4.  .4)3(
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        现在我们还不能很好地作出 

函数的图形 ,  因为还不知道如何 

求曲线的渐近线 . 

利用极限 



无渐近线 . 

点 M 与某一直线 L 的距离趋于 0, 

四、 曲线的渐近线 

定义 . 若曲线 C上的点M 沿着曲线无限地远离原点 

时, 则称直线 L 为 

曲线C 的渐近线 . 

例如, 双曲线 
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水平与铅直渐近线 

若 则曲线 有水平渐近线 .by 
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2. 斜渐近线 
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注意: 
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的两条渐近线如图
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   . 函数图形的描绘五

利用函数特性描绘函数图形, 一般步骤如下: 

(1) 确定函数 f (x)的定义域. 

.0)( ,0)(  (2) 的点求得  xfxf

.      

 0)(  0)( ,, (3)

间定义域分成若干个小区

的点把和不可导点以间断点  xfxf

.,,      

 , )( ),( (4)

极值与拐点凹凸图形的升降

从而确定出的符号在各小区间上确定 xfxf 

(5) 求出极值,拐点与坐标轴的交点. 

(6) 求出渐近线. 

(7) 描图. 



函数图形的描绘习例 
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(6) 描图如下: 
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函数图形的描绘综合运用 
函数性态的研究,是导数应 
用的综合考察. 
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解: (1) 定义域为 图形对称于 y 轴. 
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·Mathematica  

·Matlab 

·Maple 

·MathCAD 



四、小结 

函数图形的描绘综合运用函数性态的研究,是导
数应用的综合考察. 
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思考题：习题2.3  第1题（1）到（2） 

思考题参考答案 

课堂练习：习题2.3  第24题到第27题 

练习参考答案 

D:/教学管理/教改项目/中南大学开放式精品示范课堂建设/郑洲顺/The Last Work/第2章-秦宣云-2013-10-23/第2章-PPT/第二章  导数与微分导学（ 第10次课）思考题答案.doc
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D:/教学管理/教改项目/中南大学开放式精品示范课堂建设/郑洲顺/The Last Work/第2章-秦宣云-2013-10-23/第2章-PPT/第二章  导数与微分导学（ 第10次课）课堂练习答案.doc

