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注意:  (1)无穷小并不是一个很小的数.  

(2)数“0”是无穷小量. 

(3)无穷小是一类特殊函数, 是在某一变化过程中极限
为0的函数, 并且在一个过程中为无穷小的量在另一过
程中可能不是无穷小量.  

1. 无穷小的定义 
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2. 无穷小与函数极限的关系  
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注意:  (1)无穷大是变量,不能与很大的数混淆. 

(3) 无穷大是一种特殊的无界变量,但是无界变量未
必是无穷大. 如： 
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2. 无穷大与无穷小的关系  
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定理2也可以叙述为：  
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定理 3 (1)有限个无穷小的代数和仍为无穷小. 
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三、无穷小与无穷大的运算  

注意: 无穷多个无穷小的代数和未必是无穷小. 
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定理4  有界函数与无穷小的乘积是无穷小. 
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例如. 计算下列极限 
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推论1.  在同一过程中,有极限的变量与无穷小的乘积 
是无穷小. 

推论2.  常数与无穷小的乘积是无穷小. 

推论3.  有限个无穷小的乘积也是无穷小. 
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证明:  



定理5  对于自变量相同变化趋势下的无穷大有如下性质: 

注意：两个无穷大的和与差不一定是无穷大；            

无穷大与有界函数的乘积也不一定是无穷大 . 



0

（1）有限个无穷大的乘积是无穷大; 

（2）无穷大与有界量之和是无穷大.  



例如, 
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四、无穷小的比较  

1.无穷小阶的定义  
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例1  证明: 当 时, ～ 

ln(1 ) ~x x例2  证明: 当 时, 

例3 0 , 1 ~xx e x 证明当 时
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2.等价无穷小的性质 



定理7 等价无穷小替换定理 
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注意:  

(1)任何无穷小与其本身是等价无穷小.  

(2)等价无穷小代换只适用于乘积中; 

     对于代数和或复合函数中各无穷小不能分别替换. 

(3)熟记一些常用的等价无穷小  ) 0 ( 时当 x

,~sin xx ,~tan xx

,~arcsin xx ,~arctan xx

,~)1ln( xx ,~1 xe
x 

,
2

~cos1
2

x
x .~11

n

x
xn 



因为  )(~  o
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五、无穷小与无穷大例题分析 
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解：  22
2

2

1
~121 xx  2

x

,
2

~
2

arcsin
xx

,
3

~
3

arctan
xx

32

lim

3
arctan

2
arcsin

121
lim

2

0

2

0 xx

x

xx

x

xx








.6

2

0

1 2 1
1.  lim .

arcsin arctan
2 3

x

x

x x

 
例 计算极限



.

2
arcsin

1
lim  .2

2sin

0 x

e
x

x




计算极限例

解： 

2
arcsin

1e
lim

2sin

0 x

x

x





2

2sin
lim

0 x

x

x


.4

2

2
lim

0 x

x

x




解: )
sin

11
limarccos(

sin

11
arccoslim

00 x

x

x

x

xx








)
sin

2limarccos(
0 x

x

x


32

1
arccos




0

1 1
3.  limarccos .

sinx

x

x

 
例 计算极限



sin

0
4.  lim .

sin

x x

x

e e

x x




例 计算极限

解: 
xx

ee

xx

ee
xxx

x

xx

x sin

)1(
lim

sin
lim

sinsin

0

sin

0 






 



xx

xxe
x

x sin

)sin(
lim

sin

0 






.1lim
sin

0




x

x
e



解： ,0 时当 x .
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错误原因：  10
sintan

0
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0

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

xx sintan  0 xx

问：下列推导是否正确？ 



不能滥用等价无穷小代换.  在用等价无穷小 

代换时，要用与分子或分母整体等价的无穷

小代换. 

对于代数和中各无穷小,  一般不能分别 

代换.  即遇无穷小 “+”, “”时,  一般不能 

代换； 

1° 

2° 遇无穷小乘积时，可用各无穷小的等价 

无穷小进行代换. 

注 
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任何两个无穷小都可以比较吗？ 思考题 

解答 
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不能． 时例如，当 x

故当 x 函数 )()( xgxf 和 不能 

比较. 










