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1�ÙV�5¼ê��g.
§10.1 V�5¼ê��g.

½Â. �V ´ê�Fþ��5�m, f : V × V −→ F´��N�, =éu?¿�α, β ∈ V , Ñ

��(½��êf(α, β) ∈ F. XJé?¿α, α1, α2, β, β1, β2 ∈ V ±9k ∈ F, f÷v:

(1)f(α1 + α2, β) = f(α1, β) + f(α2, β)

(2)f(α, β1 + β2) = f(α, β1) + f(α, β2)

(3)f(kα, β) = f(α, kβ) = kf(α, β)

K¡f�V þ���V�5¼ê

^�(1), (3)`²f(α, β)'u1��Cþα´�5�, 
^�(2), (3)K`²f(α, β) 'u1�

�Cþβ´�5�. Ïd, XJòV�5¼êf(α, β)Ù¥���Cþ�½, 'X1��C
þα�½, Kf(α, ) : V −→ F´V þ����5¼ê.
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~. �V � î ¼ � m, KV þ � S È � � V � 5 ¼ ê. A O, X JV = R2§α =
(x1, x2)

t, β = (y1, y2)
t ∈ V , K

f(α, β) = x1y1 + x2y2

´V þ���V�5¼ê.

~. �V = F2§α = (x1, x2)
t, β = (y1, y2)

t ∈ V , K

f(α, β) = x1y1 + x2y2 − x1y2 − x2y1

�´V þ���V�5¼ê.

~. éA, B ∈ Mn(F), Kf(A, B) = Tr(AB)´Mn(F)þ���V�5¼ê.
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~. �A = (aij) ∈ Mn(F)´ ê �Fþ � � �n� � 
, V = Fn. é u ? ¿ �X =
(x1, x2, · · · , xn)

t, Y = (y1, y2, · · · , yn)
t ∈ V , ½Â

f(X, Y ) = X tAY = (x1, x2, · · · , xn)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




y1
y2
...

yn


=

n∑
i,j=1

aijxiyj

Kf´V þ���V�5¼ê.
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½Â. �f´V þ���V�5¼ê, XJé?¿α, β ∈ V §f÷v:

f(α, β) = f(β, α)

K¡f�V þ���é¡V�5¼ê

XJé?¿α, β ∈ V §f÷v:
f(α, β) = −f(β, α)

K¡f�V þ����é¡V�5¼ê
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~. �A = (aij) ∈ Mn(F)´ ê �Fþ � � �n� � 
, V = Fn. é u ? ¿ �X =
(x1, x2, · · · , xn)

t, Y = (y1, y2, · · · , yn)
t ∈ V , ½Â

f(X, Y ) = X tAY = (x1, x2, · · · , xn)


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann




y1
y2
...

yn


=

n∑
i,j=1

aijxiyj

K�A´é¡Ý
�, f�V þ���é¡V�5¼ê, K�A´�é¡Ý
�, f�V þ��

��é¡V�5¼ê,
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½Â. �f´V þ���V�5¼ê, (α1, α2, · · · , αn)��V ��kSÄ, ¡Ý


A =


f(α1, α1) f(α1, α2) · · · f(α1, αn)
f(α2, α1) f(α2, α2) · · · f(α2, αn)

· · · · · · · · · · · ·
f(αn, α1) f(αn, α2) · · · f(αn, αn)


�V�5¼êf3kSÄ(α1, α2, · · · , αn)e�Ý
.

~. �V = R2§V þ���V�5¼êf�:

f(α, β) = x1y1 + x2y2 − x1y2 − x2y1 Ù¥α = (x1, x2)
t, β = (y1, y2)

t ∈ V

¦f3V �IOÄ(e1 = (1, 0)t, e2 = (0, 1)t)e�Ý
.

). duf(e1, e1) = 1, f(e1, e2) = −1, f(e2, e1) = −1, f(e2, e2) = 1, ¤±f3Ä(e1, e2)e�

Ý
� (
1 −1
−1 1

)
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· K. �f�V þ � � � V � 5 ¼ ê, (α1, α2, · · · , αn)� �V � � k S Ä, f3

Ä(α1, α2, · · · , αn)e � Ý 
 �A, X Jα, β ∈ V 3 Ä(α1, α2, · · · , αn)e � � I �X =
(x1, x2, · · · , xn), Y = (y1, y2, · · · , yn), K

f(α, β) = XAY t

y². duα =
n∑

i=1
xiαi, β =

n∑
i=1

yjαj, ¤±

f(α, β) = f(
n∑

i=1

xiαi,
n∑

j=1

yjαj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

xiyjf(αi, αj)

= (x1, x2, · · · , xn)


f(α1, α1) f(α1, α2) · · · f(α1, αn)
f(α2, α1) f(α2, α2) · · · f(α2, αn)

· · · · · · · · · · · ·
f(αn, α1) f(αn, α2) · · · f(αn, αn)




y1
y2
...

yn

 = XAY t.
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` ². (1) �(α1, α2, · · · , αn)� �V � � k S Ä, é uV þ � � � V � 5 ¼ êf , Kf3

Ä(α1, α2, · · · , αn)ek��Ý
A��éA.

���½��Ý
�A, éuα =
n∑

i=1
xiαi, β =

n∑
i=1

yjαj ∈ V , ½Â

f(α, β) = XAY t, (ùpX = (x1, x2, · · · , xn), Y = (y1, y2, · · · , yn))

Kf´V þ���V�5¼êf , ¿�f3Ä(α1, α2, · · · , αn)eÝ
�Ð�A. ¤±V þ�V

�5¼êf�Ý
´��éA�.

(2) �f�V þ � � � V � 5 ¼ ê, (α1, α2, · · · , αn)� �V � � k S Ä, f3

Ä(α1, α2, · · · , αn)e�Ý
�A, Kf´é¡V�5¼ê¿�^�A´é¡Ý
; f�é

¡V�5¼ê¿�^�A´�é¡Ý
.
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½Â. A�B´ü�n��
, XJ�3�_
P , ¦�B = P tAP , K¡A�B´ÜÓ�.

`². Ý
m�ÜÓ'X´���d'X, ÷v:

(1) g�5 A = EtAE

(2) é¡5 dB = P tAP , �A = (P−1)tBP−1

(3) D45 dB = P t
1AP1, C = P t

2BP2 �C = (P1P2)
tA(P1P2).

·K. �5�mV þ��V�5¼êf3V �ØÓkSÄe�Ý
´ÜÓ�.
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y². �(α1, α2, · · · , αn)Ú(β1, β2, · · · , βn)�V �ü�Ä. f3Ä(α1, α2, · · · , αn)e�Ý

�A, f3Ä(β1, β2, · · · , βn)e�Ý
�B, Ä(α1, α2, · · · , αn)�Ä(β1, β2, · · · , βn)�LÞÝ

 �P , =(α1, α2, · · · , αn)P = (β1, β2, · · · , βn). Pα, β3 Ä(α1, α2, · · · , αn)� � I © O
�X = (x1, x2, · · · , xn), Y = (y1, y2, · · · , yn), Kα, β3Ä(β1, β2, · · · , βn)e��I©O
�X t = PX t

1, Y
t = PY t

1 , u´

f(α, β) = XAY t = X1P
tAPY t

1

,��¡
f(α, β) = X1BY t

1

duV�5¼ê�Ý
´��éA�, ¤±B = P tAP .
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½Â. �f´ê�Fþ�5�mV þ���é¡V�5¼ê, é?¿�α ∈ V , ½Â: f ′(α) =
f(α, α), Kf ′ : V → F´��¼ê, ¡f ′��f'é��g¼ê.

`². (1) ��é¡V�5¼ê��d�Ù'é��g¼ê¤(½. ù´Ï�:

f ′(α + β) = f(α + β, α + β) = f(α, α) + 2f(α, β) + f(β, β),

f ′(α− β) = f(α− β, α− β) = f(α, α)− 2f(α, β) + f(β, β),

�ª�~, �:

f(α, β) =
1

4
[f ′(α + β)− f ′(α− β)].
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(2) �f�V þ�é¡V�5¼ê, f ′��Ù'é��g¼ê, α1, α2, · · · , αn�V ��|
Ä, f3dÄe�Ý
�A = (aij)£A = At�é¡Ý
¤. é?¿�α ∈ V , �§

3α1, α2, · · · , αne��I�: (x1, x2, · · · , xn), K

f ′(α, α) = (x1, x2, · · · , xn)A


x1
x2
...

xn

 =
∑

1≤i,j≤n

aijxixj =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj.

¤±f ′(α, α)�'uCþx1, x2, · · · , xn��gàgõ�ª.

öS. SK10.1:1,2,4.


