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元素 a  属于集合 M , 记作 

元素 a 不属于集合 M , 记作 

一、  区间与邻域 

定义及表示法 

定义 1 具有某种特定性质的事物的总体称为集合. 

组成集合的事物称为元素. 

不含任何元素的集合称为空集 , 记作  .  

Ma ( 或 Ma ) . 

.Ma

注:  M 为数集  

*M 表示 M 中排除 0 的集 ; 

M 表示 M 中排除 0 与负数的集 . 
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表示法： 

(1) 列举法： 按某种方式列出集合中的全体元素 . 

例: 有限集合  naaaA ,,, 21    n

iia 1

自然数集   ,,,2,1,0N n  n

(2) 描述法：                          xM   x 所具有的特征 

例: 整数集合                                Z x Nx 或  Nx

有理数集 
q

p



Q ,N,Z  qp  p 与 q 互质 

实数集合                                R x  x 为有理数或无理数 

开区间                  ),( xba  bxa 

闭区间                  ],[ xba  bxa 




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定义2 设a和b为实
数，定义 
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)(
aa

无限区间 

点的  邻域 

a

其中,  a 称为邻域中心 ,  称为邻域半径 . 

半开区间 

去心  邻域 

左  邻域 : 右  邻域 : 
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定义3    设a 和 是两个实数，且 >0 
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二、 映射与函数 

1. 映射的概念  

某校学生的集合 学号的集合 
按一定规则查号 

某班学生的集合 
某教室座位 

的集合 
按一定规则入座 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  
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引例2. 

引例3. (点集) 

(点集) 

向 y 轴投影 
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定义4 设 X , Y  是两个非空集合, 若存在一个对应规 

则 f , 使得 有唯一确定的 与之对应 , 则 

称 f 为从 X 到 Y 的映射, 记作 .: YXf 

元素 y 称为元素 x 在映射 f 下的 像 , 

元素 x 称为元素 y 在映射 f 下的 原像 . 

集合 X 称为映射 f 的定义域,记作Df=X ; 

Y 的子集  )(XfR f  Xxxf )( 称为 f 的 值域 . 

注意:  1)  映射的三要素— 定义域 , 对应规则 , 值域 .  

2)  元素 x 的像 y 是唯一的, 但 y 的原像不一定唯一 .  

X Yf
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对映射 

若 YXf )( , 则称 f 为满射;  

X Y
f

)(Xf

若 有  

则称 f 为单射; 

若 f  既是满射又是单射, 则称 f 为双射 或一一映射.  

X Y

引例2, 3 
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引例2 

引例2 
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例1. 

海伦公式 

例2.  如图所示, 

对应阴影部分的面积 

则在数集 自身之间定义了一种映射 (满射) 

例3.  如图所示, 
r

则有 

(满射)  

(满射) 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  
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思考题 

1. 设 对每个  

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

.)(, 2xxfRx 

问f是否为一个映射? .),,0()0( 不是映射故因 ff 

2. 设 对每个  .)(, 2xxfRx 

问f是否为一个映射? .,但不是满射是映射f

3. 设 对每个  .)(, 2xxfRx 

问f是否为一个映射? .,, 但不是单射同时是满射是映射f

例4. 设 对每个  .sin)(,
2

π
,

2

π
xxfx 










问f是否为一个映射? 

).(,, 一一映射或双射又是单射同时是满射是映射f
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2. 逆映射与复合映射 

(1) 逆映射的定义  

定义5 若映射 为单射, 则存在一新映射 

使 

习惯上 , Dxxfy  ,)(

的逆映射记成 
)(,)(1 Dfxxfy  

例如, 映射 其逆映射为 

)(DfD

f

1f

其中 

称此映射 1f 为 f 的逆映射 . 
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问例4是否存在逆映射? 
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(2) 复合映射 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

1D

手电筒 

D 

D

2D

引例.  

复合映射  
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定义6  

Dx
g

)()( Dgxgu 

1Du
f

则当 1)( DDg  由上述映射链可定义由 D 到 Y 的复 

.),( Dxxgf 

设有映射链 

记作 合映射 , 

时, 

或 

)(Dg
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注意: 构成复合映射的条件  1)( DDg  不可少. 

以上定义也可推广到多个映射的情形. 
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例5.   设有映射  

,]1,[-1R: g 对每个 有 

以及映射, 

.1)(],1,1[],1,0[]1,1[: 2uufuf  有对每个

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

,sin)( xxg 

],1,1[ fg DR由于

]1,0[: Rgffg 构成复合映射和故

.sin1)]([, 2 xxgfRx  有对每个
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定义域 

3. 函数的概念  

定义7   设数集 ,RD 则称映射 为定义在 

D 上的函数 , 记为 

Dxxfy  ,)(

 f ( D ) 称为值域  

函数图形: 

                           ),( yxC  Dx,)(xfy 
x

y

)],[( baD 
a bx

y
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自变量 因变量 

3.1 函数的概念  
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Dx
f  DxxfyyDfy  ),()(

(对应规则) (值域) (定义域) 

例如, 反正弦主值 

• 定义域 

• 对应规律的表示方法: 解析法 、图象法 、列表法 

使表达式及实际问题都有意义的自变量 

集合. 

定义域 值域 

例5 绝对值函数 

定义域 

值    域 
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例6   符号函数 
当 x > 0 

当 x = 0 

当 x < 0 
x

y

o

1

1

例7  取整函数 

当 

x

y

o 1 3 4212

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

C:/inetpub/wwwroot/upload/chinese/Science/mathematics/ppt/高数课件/第一章  函数与极限/第一节  映射与函数.ppt


例8   已知函数 









      1,1

10,2
)(

xx

xx
xfy

求  )(
2
1f 及 ,)(1

t
f

解: 2
1

2
1 2)( f 2

)(1
t

f

10  t,
1

1
t



1t,
2

t

时0t
函数无定义 

并写出定义域及值域  . 

定义域  ),0[ D

值    域  ),0[)( Df
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生物学中几个重要的函数 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

)(11 酶动力模型例

      生命物质的化学反应几乎都是在酶的参与下进行, 

酶在反应过程中起催化作用,成为某种化学反应的必 

要条件.在酶动力学研究中,酶的反应速度y是基底浓度 

x的函数.描述这一关系的是Michaelis-Meten模型 

x

x
y




2

1





.,,

;,,

,

21

max1

速度是其最大值的一半当浓度达到该值时半浓度

表示常数的渐近值时表示当在图象上估计

来可由最大的观测值是酶反应的渐近速度其中





yx

y


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生物学中几个重要的函数 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

)Logistic(12 增长模型例

      当自然资源和环境对种群增长起阻滞作用

时,Logistic曲线是描述种群增长的理想模型.物种从现

在(t=0,y=y(0))起到t时刻后的数量y可表示为 

)0(
e1




 k
B

A
y

tk-

.;

;

,,),

(,

max

为生命系数增长机会空间或称为沿未利用的

的生物学含义是剩余的渐近值时表示当

在图象上来估计可由最大的观测值最大物种量

或所容纳的称为饱和系数是物种的渐近值其中常数

k

A

yA
ytA

y

A



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生物学中几个重要的函数 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

)(13 放射性元素等模型药物吸收细菌繁殖例 、、

      一个质量为m0的细胞在理想的环境中生长,它的质

量m可以看成是时间t的函数 
tkmtm e)( 0

.

,,0 0

称为细胞的相对增长率而

称为初始状态时其中当

k

mmt 
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三、函数的几种特性 

设函数 ,,)( Dxxfy  且有区间 .DI 

1. 有界性    (定义8) 

,Dx ,0M 使 ,)( Mxf  称  )(xf

,Ix ,0M 使 ,)( Mxf  称  )(xf

说明:  还可定义有上界、有下界、无界  

2. 单调性  (定义9) 

为有界函数. 

在 I 上有界.  

,Dx 使 若对任意正数 M , 均存在  ,)( Mxf 

则称 f ( x ) 无界. 

称 为有上界 

称 为有下界 

,)(, Mxf 

),(, xfM 

当 ,, 21 Ixx  21 xx  时, 

,)()( 21 xfxf 若 称  )(xf 为 I 上的 

,)()( 21 xfxf 若 称  )(xf 为 I 上的 

单调增函数 ; 

单调减函数 . 

x

y

1x 2x
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x

y

o xx

3. 奇偶性   (定义10) 

,Dx 且有 ,Dx

若 则称 f (x) 为偶函数; 

若 则称 f (x) 为奇函数.  

说明: 若 )(xf 在 x = 0 有定义 , 

.0)0( f)(xf 为奇函数时, 

则当 

必有 

例如, 

2
)(

xx ee
xfy




xch

  偶函数 

x

y

o

xexe

xy ch

双曲余弦  
记 
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x

y

o

又如, 
2

)(
xx ee

xfy


 奇函数 
xe

xe

xy sh

xsh 双曲正弦  
记 

再如, 
x

x
y

ch

sh


xx

xx

ee

ee







 奇函数 

o

y

x

1

1

xth 双曲正切  
记 

xy th

机动   目录   上页   下页   返回   结束  
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例14 .)1ln()( 2 的奇偶性xxxf 判断函数 

])(1ln[ 2xx )( xf 解 

)1ln( 2xx 

2

22

1

)1)(1(
ln

xx

xxxx






)()1ln( 2 xfxx 

2

222

1

)1(
ln

xx

xx






21

1
ln

xx 

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例15 
.

0,32

,0,32
)( 的奇偶性










xx

xx
xf判断函数 

0)(,)(32  xx
)( xf 

解 

0)(,)(32  xx



 


0,32 xx

.)( 是偶函数故 xf

0,32  xx

)(xf
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




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习作题 .),()( 上的函数是定义在区间设 aaxf 

),(,
2

)()(
)( aax

xfxf
xh 




),(,
2

)()(
)( aax

xfxf
xg 




作函数 

.)()( 的奇偶性、 xhxg

?)3(

?)()()()2(

您能得到一般的结论吗

有何关系与函数 xh、xgxf

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

（1）判别函数 
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且 

证明 

证:  令 ,1
x

t  则 ,1
t

x  tctfbfa
t

 )()(1

由 
xcxfbfa

x
 )()( 1

消去 ),(1
x

f 得 

时 其中 

a, b, c 为常数,  且 为奇函数 . 

为奇函数 . 

例18   设 
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4. 周期性   (定义11) 

,0,  lDx 且 ,Dlx 

则称 )(xf 为周期函数 , 

  x o2 

y

2

若 

称 l 为周期 ( 一般指最小正周期 ). 

周期为  周期为 

注: 周期函数不一定存在最小正周期 . 

例如,  常量函数 Cxf )(

狄里克雷函数 
x 为有理数 

x 为无理数 

,1

,0

机动   目录   上页   下页   返回   结束  
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 例19 . 设函数 ),(,)(  xxfy 的图形与 ,ax 

均对称, 求证 )(xfy  是周期函数. )( baby 

证: 由 

 )( xaf

)(xf 的对称性知 

),( xaf   )( xbf )( xbf 

于是 )(xf  )( axaf 

)2( xaf 

故 )(xf 是周期函数 ,  周期为 
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1. 复合函数  

1),( Duufy 

1)( DDg 且

则 

定义 13    设有函数链 

称为由①, ②确定的复合函数 , 

①  

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

— 复合映射的特例  

② 

u 称为中间变量.  

注意: 构成复合函数的条件  1)( DDg  不可少.  

例如 函数链 ,arcsinuy 

但函数链 
22,arcsin xuuy  不能构成复合函数 . 

可定义复合函数 

四、复合函数和反函数 
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机动   目录   上页   下页   返回   结束  

两个以上函数也可构成复合函数. 例如,  

0,  uuy

可定义复合函数: 

Zn

0
2

cot,
22


x

k
x

k 时




),2,1,0(,cot  kkvvu 

),(,
2

 x
x

v
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练习   以下函数由哪些函数复合而成？ 

;sin,ln,)3( 2 xvvuuy 

;sin1,ln)2( xuuy 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

.,cos,ln,)4( 22

1

xwwvvuuy 

解  

C:/inetpub/wwwroot/upload/chinese/Science/mathematics/ppt/高数课件/第一章  函数与极限/第一节  映射与函数.ppt


例27.  设 .)]([
,0,1

,0,2
)(

,1,

,1,e
)(

2
xf

xx

xx
x

xx

x
xf

x

 求


















解: 




)]([ xf 由已知条件，得 ,1)(,e )( xx 

当 

;1x得

有时,1)( x

,0)1( 时当 x

,0)2( 时当 x ,11)( 2  xx

,1)( x当

综上所
述，得 

y

.2,12  xx

.1)(,)( xx 

,12)(  xx

.20  x得

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

;01  x得,0)1( 时当 x ,12)(  xx

.2x得,0)2( 时当 x ,11)( 2  xx
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2. 反函数的概念及性质 

定义12  若函数 为单射, 则存在逆映射 

习惯上, Dxxfy  ,)( 的反函数记成 

)(,)(1 Dfxxfy  

称此映射 
1f 为 f  的反函数 . 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

其反函数 (减) 

(减) . 

1)  y＝f (x) 单调递增 

且也单调递增  

性质:  
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2) 函数 与其反函数 

的图形关于直线 

对称 . 

例如 , 

),(,  xey x

对数函数 
互为反函数 , 

它们都单调递增, 其图形关于直线 对称 . 

)(xfy 

xy 

),( abQ

x

y

o
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指数函数 
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重要结论： 一个函数f(x)若有反函数，则有恒等式 

相应地有, 

的反函数为 

,),3(
3

4
)(1 Ryyyfx  

并且有 ][
3

4
)]([1  xff

例如函数 Rxxxfy  ,3
4

3
)(
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同理可得  

3)( xf
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思考： 

例28   证明函数 

.}1{ xx 又因为 

,
1

2
1

1

2)1(

xx

x
y









？ 

.
1

1
的反函数就是其本身

x

x
y





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由  ,0
1

2


 x

证   显然函数的定义域为 

显然  

可得  

,
1

1

x

x
y






整理，得  

).1(
1

1





 y

y

y
x于是  

,1)1( yxy 
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例29.  求 y 的反函数及其定义域. 

解: 01  x当 时, 
2xy 

则 ]1,0(,  yyx

10  x当 时, xy ln

则 ]0,(,  yex y

21  x当 时, 
12  xey

则 ]2,2(,ln1
2

eyx
y



反函数 y
定义域为 

]2,2(]1,( e

21,2

10  ,ln

01,  

1

2







 xe

xx

xx

x

2

1 2

e2

1

y

o x

1

,]1,0(

,]0,( 

,]2,2( e
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五、基本 初等函数与初等函数 

1.  基本初等函数 

幂函数、 指数函数、 对数函数、 三角函数、 反三角函数 

2.  初等函数 

由常数及基本初等函数 

否则称为非初等函数 .  

例如 , ,2xy 


y

0, xx

0,  xx

并可用一个式子表示的函数 , 

经过有限次四则运算和复合步 

骤所构成 , 称为初等函数 . 

可表为 故为初等函数. 

又如 , 双曲函数与反双曲函数也是初等函数 . 

机动   目录   上页   下页   返回   结束  
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非初等函数举例: 

符号函数 
当 x > 0 

当 x = 0 

当 x < 0 
x

y

o

1

1

取整函数 

当 

x

y

o 1 3 4212

机动   目录   上页   下页   返回   结束  
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例30     在一个容器里装有1 kg的纯酒精,如果以每秒 

          1/10kg的速度往容器里注水,求: 

(1)酒精浓度关于时间t的函数; 

(2)从t1=2s 到t2=5s的时间间隔内,酒精浓度的平均速度. 

,1,)
10

1()1( 酒精内含秒后容器内混合液为注水 kgkg
t

t 

.
10

10

10
1

1

tt
y






为故混合液中酒精的浓度

机动   目录   上页   下页   返回   结束  

解 

六、建立函数关系 
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,
6

1

6

5

3

2
12  yy

.
18

1

12

12 





tt

yy
v
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从t1=2s 到t2=5s的时间间隔内,酒精浓度的改变量. 

于是,从t1=2s 到t2=5s的时间间隔内,酒精浓度下降的 

平均速度为: 

这里负号表示酒精浓度减少. 
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例31     在细胞合成蛋白质的过程中,蛋白质的质量依 

           照下面的公式随时间而增长: 

),,,(2 都是常数rqprtqtpM 

,, 2

222

2

111 rtqtpMrtqtpM 
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解    由题意知,t1与t2时刻蛋白质的质量分别为 

求从时刻t1(单位:小时)到t2时刻间隔中,合成蛋白质的 

平均速度. 

于是从t1到t2的时间间隔内,蛋白质质量的增加量为 
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).(

)]()[(

12

12

1212

12

12

ttrq

tt

ttrqtt

tt

MM
v












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故从t1到t2的时间间隔内,蛋白质质量增加的平均速
度为 
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例33     某运输公司规定货物的吨千米运价为:在a千米 

          内,每千米k元,超过部分每千米(4/5)k元.求运价m 

          与里程s之间的函数关系. 





m

,0, asks 
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解     依题意,可列出函数关系如下: 

这里运价m与里程s的函数关系用分段函数表示, 

定义域为: .),0( 
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例34     有一圆锥形容器,上口半径R=７cm,高H=14cm. 

           如果以每分钟 5cm3的速度往容器里注入溶液,求: 

容器内液体的深度h关于时间t的函数关系 

.π
3

1 2hrV 

,, R
H

h
r

H

h

R

r
 即由于
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解    设液面的高度为h时,液面半 

       径为r. 由圆锥形体积的计算 

       公式可得溶液的体积V与r、h 

       的关系为 

H 

h 

R 

r 
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由已知条件知，注入液体从t分钟后，容器内溶液 

的体积V=5t, 

以R=7，H=14代入上式，得 
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内容小结 

1. 集合及映射的概念 
定义域 

对应规律 

3. 函数的特性 有界性, 单调性, 

奇偶性, 周期性 
4. 初等函数的结构 

2. 函数的定义及函数的二要素 

第二节  目录   上页   下页   返回   结束  
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